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8 TABLE DES MATIÈRES

Un algorithme est une suite de pas à suivre pour atteindre un obje
tif. Normalement l'obje
tif

est la résolution d'un problème. On dit qu'un algorithme est 
orre
t pour un problème si,

en suivant les pas de l'algorithme, on résout le problème. Pour des petits algorithmes, 
'est

relativement fa
ile de véri�er s'ils sont 
orre
ts ou pas, mais en général il faut une preuve

mathématique rigoureuse pour montrer la 
orre
tion d'un algorithme.

Pour donner un exemple, si le problème est de manger un gâteau au 
ho
olat, un algorithme


orre
t pourrait être le suivant

- melanger 150 grammes de su
re ave
 150 grammes de beurre

- ajouter 2 oeufs, un verre de lait, un peu de sel et de la 
annelle

- ajouter lentement 300 grammes de farine, 100 grammes de 
a
ao et de la levure

- mettre dans une forme

- 
uire dans un four à 180 degrés pendant 30 minutes

- servir dans une assiette

- amener la four
hette à la bou
he

En prin
ipe 
ette des
ription devrait être assez pré
ise pour ne pas donner lieu à des ambiguïtés

mais devrait également être assez abstraite pour ne pas spé
i�er trop de détails. Par exemple on

ne spé
i�e pas s'il faut utiliser de la farine blan
he ou 
omplète, si le four doit être éle
trique

ou à gaz. On ne dit pas à quelle heure il faut 
uisiner ni les mouvements exa
ts des bras.

Ces détails 
on
ernent l'implémentation

1

d'un algorithme. La ligne de démar
ation entre un

algorithme et une implémentation n'est pas pré
ise. En général, les algorithmes dé
rivent plus

abstraitement les pas à faire.

Très souvent un problème se présente en forme paramétrique, 
'est-à-dire que tous les détails du

problème ne sont pas spé
i�és. En spé
i�ant 
es détails, on obtient une instan
e du problème.

En général un algorithme dé
rit les pas né
essaires à la solution de toutes les instan
es d'un

problème. Par exemple, on 
onsidère le problème de 
onnaître la somme de deux nombres

entiers. I
i les paramètres du problème sont les deux nombres. Une instan
e du problème est


onnaître la somme de 45 et 17. Or, on a tous appris l'algorithme pour l'addition de deux

nombres.

- é
rire les deux nombres, un au dessus de l'autre

- ajouter éventuellement des zéro en tête du nombre plus 
ourt

jusqu'à que les deux ont la même taille

- é
rire une ligne au dessous des deux nombres

- tant que il y a des 
olonnes non marquées, répéter les pas suivants:

- 
hoisir la 
olonne la plus à droite

parmi 
elles qui ne sont pas en
ore marquées

- additionner les 
hiffres de la 
olonne et l'éventuel report

- si le résultat a deux 
hiffres,

é
rire le 
hiffre de droite en bas de la 
olonne,

sous la ligne, et reporter le 
hiffre de gau
he

- marquer la 
olonne

- si il y a un report qui reste,

l'é
rire devant les autres 
hiffres du résultat

1. Ce mot n'est pas toujours a

epté 
omme Français 
orre
t, et il est parfois rempla
é par "implantation",


e qui pourtant ne traduit pas 
orre
tement le mot anglais "implementation".
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Cet algorithme s'applique à toute instan
e du problème et amène à sa solution.

En
ore une fois 
ette des
ription évite les ambiguïtés sans spé
i�er trop de détails. Par exemple

on ne spé
i�e pas s'il faut é
rire ave
 l'en
re rouge ou noir, s'il faut utiliser le papier ou le

tableau. Ces détails 
on
ernent l'implémentation.

On aurait pu 
hoisir une autre façon de dé
rire le même algorithme. Serait-il don
 le même

algorithme ? Quand est-
e que deux algorithmes sont le même ? Il n'y a pas une réponse exa
te.

Cependant, 
omme il ne faut pas 
onfondre un algorithme ave
 ses implémentations, il ne faut

pas 
onfondre un algorithme ave
 l'énon
é qui le dé
rit.

Quand on a plusieurs algorithmes pour résoudre un même problème, lequel faudrait-il 
hoisir ?

Lequel serait à 
onsidérer 
omme le meilleur ? On pourrait 
hoisir l'algorithme le plus fa
ile

à implémenter, le plus 
ourt à dé
rire, le plus fa
ile à être prouvé 
omme étant 
orre
t. Mais

la 
ara
téristique la plus importante est l'e�
a
ité. On mesure l'e�
a
ité d'un algorithme

par le nombre de pas qu'il amène à exé
uter. Bien sûr 
e nombre dépend non seulement de

l'algorithme même, mais aussi de l'instan
e spé
i�que du problème. Additionner 45 et 17

requerra moins de pas que additionner 123643654 et 534643556. Don
 on mesurera le nombre

de pas à exé
uter en fon
tion de la dimension des données d'entrée.

En général on dé
rira les algorithmes de façon que 
haque pas puisse être exé
uté approxima-

tivement dans un même délai de temps. Cela nous amène à identi�er le nombre de pas ave


le temps d'exé
ution.

Bien qu'un algorithme puisse être destiné à un humain (
omme pour la re
ette du gâteau),

on s'intéresse surtout à des algorithmes destinés à être implémentés sur des ma
hines, et en

parti
ulier sur des ordinateurs éle
troniques. Pour pouvoir implémenter un algorithme il faut

savoir 
omment faire faire à l'ordinateur les pas né
essaires dans l'ordre spé
i�é. Cela requiert

la 
onnaissan
e d'un langage de programmation. L'étude des algorithmes est largement indé-

pendante de l'étude des langages de programmation, 
ar la plupart des algorithmes peuvent

être implémentés dans n'importe quel langage. Toutefois 
ertaines langages sont plus adaptés

que d'autres à de di�érents types d'algorithme.

Dans 
es notes on utilisera un pseudo-
ode pour dé
rire les algorithmes. Le pseudo-
ode est une

forme intermédiaire entre la langue parlée et un vrai langage de programmation. L'utilisation

du pseudo-
ode nous permet un 
ertain degré de pré
ision, sans pourtant faire un 
hoix dé�ni

sur le langage utilisé dans l'implémentation.

Les algorithmes informatiques prévoient l'a

ès, la modi�
ation, la destru
tion et la 
réation

de données. La façon ave
 la quelle on organise 
es données in�uen
e l'e�
a
ité d'un algo-

rithme. Pour 
ette raison, à l'étude des algorithmes s'a

ompagne l'étude des stru
tures de

données. Di�érentes stru
tures sont asso
iées à de di�érents algorithmes. Certaines stru
tures

permettent un a

ès rapide aux données existantes, mais permettent ave
 di�
ulté la 
réation

de nouvelles données. Certaines stru
tures permettent un a

ès rapide aux données seulement

dans un 
ertain ordre. On verra quelles stru
tures sont adaptées à quels algorithmes.

Chaque bran
he de l'informatique utilise des algorithmes di�érents. La véri�
ation des pro-

grammes, la 
ryptographie, l'optimisation, la bioinformatique, ont leurs propres spé
i�
ités.

Ce 
ours se donne l'obje
tif d'introduire quelques te
hniques de base.

Dans le Chapitre 1 on introduira quelques premiers exemples d'algorithmes. Dans le Chapitre

2, on présentera les te
hniques utilisées pour évaluer le temps d'exé
ution d'un algorithme.

Dans le Chapitre 3, on introduira d'autres exemples d'algorithmes qui utilisent la te
hnique

de la ré
ursion.
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Dans la deuxième partie on présentera di�érents algorithmes asso
iés à de di�érentes stru
tures

de données.

Ces notes s'inspirent du livre [CLRS02℄.


© Daniele Vara

a <daniele.vara

a�u-pe
.fr> 2008 - 2019



Chapitre 1

Premiers exemples d'algorithmes


© Daniele Vara

a <daniele.vara

a�u-pe
.fr> 2008 - 2019



12 CHAPITRE 1. PREMIERS EXEMPLES D'ALGORITHMES

Les premiers algorithmes qu'on va étudier sont les algorithmes de tri. Étant donnée une suite

de n nombres, il s'agit de la trier en ordre 
roissant.

Pour résoudre 
e problème il faut d'abord pré
iser quelles opérations on a le droit de faire.

Imaginons don
 les nombres 
omme s'ils étaient dans un 
asier, un nombre dans 
haque 
ase :

4 5 1 9 12 32 4 7 15 17

Pour 
es premiers algorithmes, on aura le droit de

� 
opier les nombres sur un "espa
e de travail",

� 
omparer deux nombres et dire le quel est le plus grand,

� mettre un nombre dans une 
ase, e�açant son 
ontenu pré
édent.

Sur notre espa
e de travail on a le droit de 
réer une ou plusieurs 
opies de 
haque nombre et

même du 
asier entier.

Pour évaluer l'e�
a
ité de nos algorithmes, il est important que les éléments à trier soient des

nombres, 
'est-à-dire des entités simples, fa
iles à manipuler, à dépla
er, à e�a
er. On verra

dans la suite 
omment on pourra manipuler des entités plus 
omplexes.

Progressivement, on verra également quelles autres opérations on aura le droit de faire pour

résoudre d'autres problèmes.

1.1 Tri par insertion

Cet algorithme est l'algorithme qu'on utilise quand on joue aux 
artes, et on veux tenir en

main les 
artes en ordre 
roissant de gau
he à droite. On prend 
haque 
arte, une à une, et

on l'insère à sa pla
e, parmi les 
artes qu'on a déjà en main. Avant de dé
rire 
et algorithme

en termes de 
asiers et de nombres, on va le dé
rire en termes de mains et de 
artes.

On imagine que toutes les 
artes soient, au début, devant nous sur la table. Voi
i une des
rip-

tion de l'algorithme :

1. prendre la pro
haine 
arte de la table, s'il y en a, et la mettre le plus à droite possible

2. s'il n'y a pas de 
artes à gau
he de la 
arte qu'on vient de prendre, re
ommen
er de (1)

3. sinon 
omparer la 
arte qu'on vient de prendre ave
 la 
arte à sa gau
he

4. si la 
arte qu'on vient de prendre est plus petite

5. é
hanger les deux 
artes

6. re
ommen
er de (2)

7. si la nouvelle 
arte est plus grande ou égale, re
ommen
er de (1)

Il faudrait prouver formellement que 
et algorithme est 
orre
t, 
'est-à-dire qu'il se termine, et

que à la �n les 
artes sont e�e
tiviment triées. Cependant, tous 
eux qui ont jamais joué aux


artes savent que 
et algorithme est 
orre
t. La des
ription qu'on a donné utilise un peu trop

de mots. On pourrait la simpli�er en donnant des noms aux entités, 
omme on fait souvent

en mathématique.
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1.1. TRI PAR INSERTION 13

1. s'il y en a, prendre la pro
haine 
arte de la table, appelons-la c, et la mettre le plus à

droite possible,

2. s'il n'y a pas de 
artes à gau
he de c, re
ommen
er de (1)

3. s'il y a une 
arte à gau
he de c, appelons-la d

4. si c est plus petite que d

5. é
hanger c et d

6. re
ommen
er de (2)

7. si c est plus grande ou égale à d

8. re
ommen
er de (1)

On 
hange maintenant un peu la des
ription pour se rappro
her aux langages de program-

mation. En lieu de é
rire expli
itement "re
ommen
er de" on dit quelles instru
tions il faut

répéter. L'indentation du texte nous dira quelles sont les instru
tions à répéter.

1. à partir de la premier 
arte sur la table, pour 
haque 
arte c sur la table répéter :

2. mettre c en main, le plus à droite possible

3. à partir de la 
arte à gau
he de c, pour 
haque 
arte d en main

4. tant que c est plus petite que d répéter :

5. e
hanger c et d

6. passer à la pro
haine 
arte en main

7. passer à pro
haine 
arte sur la table

On peut maintenant sortir de la métaphore et passer des nos mains aux 
asiers, des 
arte aux

nombres.

1. 
réer un 
asier vide sur l'espa
e de travail

2. à partir de la 
ase 1 en montant pour 
haque 
ase i du 
asier prin
ipal répéter :

3. mettre le nombre de la 
ase i du 
asier prin
ipal, dans la 
ase i du 
asier de travail

4. à partir de la 
ase i− 1 du 
asier de travail, en des
endant, pour 
haque 
ase j du

asier de travail

5. tant que le nombre de la 
ase j+1 est plus petit que le nombre de la 
ase j répéter :

6. é
hanger le 
ontenu des 
ase j et j + 1

7. passer à la 
ase suivante du 
asier de travail

8. passer à la 
ase suivante du 
asier prin
ipal

En
ore une fois trop de mots. Mieux serait de donner un nom aux 
asiers. On utilisera aussi la


onvention suivante : si A est le nom d'un 
asier, par A[i] on dénote le nombre 
ontenu dans

la i-ème 
ase de A. Dans la suite, on appellera C le 
asier à trier.
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14 CHAPITRE 1. PREMIERS EXEMPLES D'ALGORITHMES

1. 
réer un 
asier vide D

2. pour 
haque 
ase i de C, répéter :

3. 
opier C[i] dans la 
ase i de D.

4. pour 
haque 
ase j de D, à partir de j = i− 1 en des
endant,

5. tant que D[j + 1] < D[j] répéter :

6. é
hanger D[j] et D[j + 1]

7. passer à la 
ase suivante de D

8. passer à la 
ase suivante de C

Pour dé
rire plus formellement 
es opérations, on introduit le pseudo-
ode, une notation in-

termédiaire entre la langue parlée et un langage de programmation. On utilisera la notation

suivante :

� Quand on é
rit i← expr
on veut dire "prends la valeur dénotée par expr et mets la 
omme nouvelle valeur

dénotée par i. L'an
ienne valeur de i est oubliée." En parti
ulier on é
rira C[i]← D[j]
pour dire "prends le nombre qui se trouve dans la 
ase j du 
asier D et mets le dans

la 
ase i du 
asier C. L'an
ien 
ontenu de la 
ase i du 
asier C est e�a
é." Aussi on

é
rira i← i− 1 pour dé
rémenter de 1 le 
ontenu de i.
� Quand on é
rit tant que 
ondition faire : instru
tions

on veut dire : répète les instru
tions tant que la 
ondition est vraie. L'indentation du

texte nous dira quelles sont les instru
tions à répéter.

� Quand on é
rit pour i← 1 à n faire : instru
tions

on veut dire : 
ommen
e ave
 i← 1. Après exé
ute les instru
tions et à la �n in
rémente

i de 1. Répète 
ela jusqu'à que i = n, à 
e moment là on s'arrête.

� Quand on é
rit si 
ondition faire : instru
tions

on veut dire : exe
ute les instru
tions seulement si la 
ondition est vraie. On pourra

ajouter aussi sinon faire : instru
tions-2

en 
e 
as on exé
utera les instru
tions-2 si la 
ondition est fausse.

Ave
 
es 
onventions on peut dé
rire plus pré
isément et plus brièvement notre algorithme de

tri. On dénotera par n le nombre de 
ases du 
asier à trier.

1. 
réer un 
asier vide D de taille n

2. pour i← 1 à n faire :

3. D[i]← C[i]

4. j ← i− 1

5. tant que j > 0 et D[j + 1] < D[j] faire :

6. temp← D[j + 1]

7. D[j + 1]← D[j]

8. D[j]← temp

9. j ← j − 1

On observe que pour é
hanger D[j] et D[j +1] on a eu besoin de sto
ker une valeur dans une

variable "temporaire". On peut un peu simpli�er : en lieu d'insérer la valeur de C[i] au début

et é
hanger, on insère la valeur de C[i] seulement à la �n, seulement quand on a trouvé sa

pla
e.
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1.1. TRI PAR INSERTION 15

1. 
réer un 
asier vide D de taille n

2. pour i← 1 à n faire :

3. j ← i− 1

4. tant que j > 0 et C[i] < D[j] faire :

5. D[j + 1]← D[j]

6. j ← j − 1

7. D[j + 1]← C[i]

On 
ommen
e maintenant à avoir quelques di�
ultés à 
omprendre 
e qui se passe. Pour 
ela

on ajoute des 
ommentaires. Un 
ommentaire sert à expliquer mieux 
e qui se passe, mais il

ne 
onstitue pas un pas de l'algorithme. Un 
ommentaire est pré
édé par les symboles //.

1. 
réer un 
asier vide D de taille n

2. pour i← 1 à n faire :

3. j ← i− 1

4. tant que j > 0 et C[i] < D[j] faire :

5. D[j + 1]← D[j]

6. // on dépla
e le nombre vers la droite

7. j ← j − 1

8. // on passe à la 
ase suivante de D, en des
endant

9. D[j + 1]← C[i]

10. // quand j = 0 ou bien quand C[i] ≥ D[j] on insère le nombre

Finalement, ave
 un peu d'astu
e, on n'a pas besoin de 
opier le 
asier. On dépla
e les nombres

dans le 
asier de départ. Il su�t de 
opier un nombre à la fois. Pour faire 
ela on utilise une

seule 
ase de l'espa
e de travail, qu'on appelle cle.

1. pour i← 1 à n faire :

2. cle← C[i]

3. j ← i− 1

4. tant que j > 0 et cle < C[j] faire :

5. C[j + 1]← C[j]

6. // on dépla
e le nombre vers la droite

7. j ← j − 1

8. // on passe à la 
ase suivante en des
endant

9. C[j + 1]← cle

10. // quand j = 0 ou bien quand cle ≥ C[j] on insère le nombre

On observe que, bien que on ait présenté plusieurs textes di�érents, ils sont tous des
riptions

du même algorithme. Pour utiliser une métaphore biologique, ils sont di�érents individus de

la même espè
e.
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16 CHAPITRE 1. PREMIERS EXEMPLES D'ALGORITHMES

On présente l'appli
ation de l'algorithme à l'instan
e du problème qui suit.

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4

3 5 1 9

� On met i← 1.
� On véri�e que i ≤ 4, don
 on exé
ute 
e qui suit. On met cle← C[i] et j ← i− 1. On

a que j ≤ 0, don
 on n'exé
ute pas la bou
le intérieure, on fait C[j+1]← cle. On met

i← 2.
� On véri�e que i ≤ 4, don
 on exé
ute 
e qui suit. On met cle ← C[i] et j ← i − 1.

On a que j > 0, mais cle ≥ C[j] don
 on n'exé
ute pas la bou
le intérieure, on fait

C[j + 1]← cle. On met i← 3.
� On véri�e que i ≤ 4, don
 on exé
ute 
e qui suit. On met cle← C[i] et j ← i− 1. On

a que j > 0 et cle < C[j] don
 on 
ommen
e la bou
le intérieure

� on met C[j + 1]← C[j] et on diminue j
� on véri�e que j > 0 et que cle < C[j], don
 on met C[j+1]← C[j] et on diminue j
� on véri�e que j ≤ 0 et don
 on termine la bou
le

on fait C[j + 1]← cle et on met i← 4.
� On véri�e que i ≤ 4, don
 on exé
ute 
e qui suit. On met cle ← C[i] et j ← i − 1.

On a que j > 0, mais cle ≥ C[j] don
 on n'exé
ute pas la bou
le intérieure, on fait

C[j + 1]← cle. On met i← 5.
� On véri�e que i > 4 et don
 on termine la bou
le

1 3 5 9

On peut 
ompter le nombre de pas. Il y a plusieurs possibilité pour dé�nit un pas. I
i on


hoisira de 
onsidérer 
haque ligne du pseudo 
ode 
omme un pas. A 
haque tour de la bou
le

prin
ipale on doit :

� mettre à jour la valeur de i
� véri�er si i ≤ n et si 
'est le 
as :

� 
opier C[i] dans cle
� initialiser j
� véri�er si j > 0 et cle < C[j] et éventuellement faire la bou
le intérieure pour la valeur


ourante de i
� mettre la valeur de cle dans C[j + 1]

A 
haque tour de la bou
le prin
ipale on doit don
 faire 6 pas plus la bou
le intérieure. A


haque tour da la bou
le intérieure on doit :

� 
opier C[j] dans C[j + 1]
� 
opier j − 1 dans j
� véri�er si j > 0 et cle < C[j]

Cela fait 3 pas.

Dans l'exemple 
i-dessus, on exe
ute 4 fois la bou
le prin
ipale, et deux fois la bou
le intérieure,

et on ajoute deux pas �naux (mise à jour de i et véri�
ation). On a don
 : 6 + 6 + 6 + (3 +
3) + 6 + 2 = 32. Est-il e�
a
e ? Pourrions-nous faire mieux ?

Considérons une autre instan
e.

9 5 3 1
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1.2. TRI PAR BULLES 17

Si on 
ompte le nombre de pas i
i on véri�era que 
'est 44. Pour la même longueur on a un

nombre di�érent de pas. Cela est normal, 
ar le nombre de pas dépend de l'ordre initial. Il

n'est pas di�
ile de réaliser que pour un 
asier de longueur donnée, on exé
ute le plus grand

nombre de pas si l'ordre initial est l'inverse de l'ordre naturel. Ce
i est le pire des 
as.

On peut 
al
uler le nombre de pas pour toute suite en ordre inverse de n nombres. Combien

de fois on exé
ute la bou
le intérieure ? La 
ondition cle < C[j] sera toujours vraie, 
ar la

suite est en ordre inverse, don
 la 
lé sera plus petite que tous les nombres déjà triés. Don
 la

bou
le intérieure s'arrêtera seulement quand j = 0.

A 
haque tour i de la bou
le prin
ipale on fait 6 +BI(i) pas, où BI(i) est le nombre de pas
faits par la bou
le intérieure. La bou
le intérieure part ave
 j = i− 1 et s'arrête quand j = 0.
On exé
ute la bou
le intérieure i−1 fois, et 
haque fois on fait 3 pas. BI(i) = 3(i−1) = 3i−3.
Finalement on fait le deux pas �naux. Le temps d'exé
ution est don


T (n) = (6 + (3− 3)) + (6 + (6− 3)) + . . .+ (6 + (3n− 3)) + 2

En réordonnant les termes on obtient :

T (n) = 2 + (6− 3) ∗ n+ 3 ∗ (1 + 2 + . . . + n)

Quelle est la valeur de 1 + 2 + . . .+ n ?

Quand le petit Carl Friedri
h Gauss était à l'é
ole primaire, son professeur demanda a sa


lasse d'additionner tous les nombres de 1 à 100, pour les faire rester tranquilles pendant

un peu de temps. Mais le petit Gauss répondit en quelques se
ondes. Il avait observé qu'on

peut regrouper les nombres deux à deux : (1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + . . . + (50 + 51)
Chaque groupe vaut 101 et il y a 50 groupes. Le résultat et don
 5050. Plus en général :

1 + 2 + . . .+ n = ((n + 1) ∗ n)/2 (Attention au 
as où n est impair !)

Don


T (n) = 2 + 3 ∗ n+ 3 ∗ (n2 + n)/2 = 2 + 9/2 ∗ n+ 3/2 ∗ n2

On verra que 
e qui 
ompte le plus est le mon�me 3/2 ∗ n2
. On dira don
 que l'algorithme de

tri par insertion a un temps d'exé
ution quadratique dans le pire des 
as. Pour avoir une idée

de la rapidité, si on imagine que on peut faire un pas en un mi
rose
onde, on peut trier 1000

nombres en moins de deux se
ondes, 10000 nombres en moins de trois minutes, mais pour

trier l'annuaire de Paris (∼ 1000000 de familles) il nous faudrait, dans le pire des 
as, plus

que deux semaines. On verra 
omment on peut faire mieux que 
ela.

1.2 Tri par bulles

Un autre algorithme de tri 
onsiste à imaginer que le tableau soit posé verti
alement sur le sol,

et que les nombres les plus grands aient la tendan
e à remonter vers le haut, 
omme des bulles

de gaz dans le soda. Cette intuition amène à l'algorithme de Tri par bulles (Bubblesort). On

par
ourt le tableau, et si on ren
ontre deux nombres adja
ents qui ne sont pas dans le bon

ordre, on les é
hange. On répète le par
ours du tableau tant que on a des é
hanges à faire.

Pour savoir quand il faut terminer, on utilise un drapeau qui enregistre s'il y a eu d'é
hanges.

À 
haque par
ours, on 
ommen
e par mettre le drapeau à 1. Si au début du par
ours suivant,

on voit que le drapeau est toujours à 1, on sait qu'il n'y a pas eu d'é
hanges, et don
 on doit

terminer.
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18 CHAPITRE 1. PREMIERS EXEMPLES D'ALGORITHMES

1. n← longueur(C)

2. fini← 0

3. // initialisation du drapeau

4. tant que fini = 0 faire :

5. fini← 1

6. pour i← 1 à n− 1 faire :

7. si C[i] > C[i+ 1] faire :

8. // on é
hange les deux

9. temp← C[i]

10. C[i]← C[i+ 1]

11. C[i+ 1]← temp

12. // si on a fait un é
hange 
e n'est pas le dernier passage

13. // don
 on met le drapeau à 0

14. fini← 0

En
ore une fois on ne donne pas une preuve formelle de la 
orre
tion de 
et algorithme, mais


royez-nous sur parole : l'algorithme est 
orre
t.

Combien de pas on fait dans le pire des 
as ? I
i, en
ore une fois, le pire des 
as arrive quand les

nombres, au départ, se trouvent dans l'ordre inverse. En 
e 
as, il faut faire remonter 
haque

nombre, en l'é
hangeant ave
 tous les nombres qu'on n'a pas en
ore fait remonter. Le nombre

à la position i doit faire n − i é
hanges. Chaque é
hange 
oûte 4 pas. Il faut ajouter deux

pas (mise à jour de i et véri�
ation), répétés n fois. La bou
le du dernier nombre ne fait pas

d'é
hanges et 
'est don
 la dernière. Don


T (n) = 2+ (2 ∗ n+4 ∗ (n− 1)) + (2 ∗n+4 ∗ (n− 2)) + . . .+(2 ∗ (n− 1+4 ∗ (n− (n− 1))) + 1

En réordonnant en peu

T (n) = 1 + 2 ∗ n2 + 4 ∗ (n ∗ (n− 1)/2) = 4 ∗ n2 − 2 ∗ n+ 1

Il s'agit don
 d'un algorithme quadratique, a l'instar du tri par insertion.

1.3 Des 
hi�res (mais pas des lettres)

Le problème qu'on présente i
i a 
omme données un tableau de n nombres (positifs et négatifs)

et un nombre "but" x. Le problème 
onsiste de dire si, en additionnant un sous-ensemble non

vide de nombres dans le tableau, on peut obtenir x. Un algorithme 
on
eptuellement simple

pour 
ela 
onsiste à essayer toutes les possibilités. Pour 
haque sous-ensemble, on additionne

les nombres et on voit si le résultat est égal à x. Combien de pas faut-il faire ? Dans le pire

des 
as (le quel 
'est ?) il faut essayer tous les sous-ensembles non vides. Combien y en a-t-il ?

Combien de sous-ensembles, éventuellement vides, a un ensemble ave
 1 élément, appelons-

le {a} ? 2 : l'ensemble vide, et {a}. Combien de sous-ensembles, éventuellement vides à un

ensemble ave
 2 éléments, disons {a, b} ? 4 : l'ensemble vide, {a}, {b}, {a, b}. Pour l'ensemble
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1.4. TRI PAR ESSAIS 19

{a, b, c}, on a 8 sous-ensembles : le vide, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}, {a, b, c}. En e�et,

on peut prouver, par indu
tion [Exo℄ que un ensemble de n éléments a 2n sous-ensembles, et

don
 2n − 1 sous-ensembles non vides.

Imaginons maintenant qu'additionner les nombres d'un sous-ensemble 
onsiste en un pas (en

pratique 
e sera souvent plus). Don
 on doit faire deux pas pour 
haque sous-ensemble non

vide (additionner et 
omparer), et en total on devrait faire 2 ∗ (2n − 1) = 2n+1− 2 pas. Si par


ontre on suppose qu'additionner les nombres d'un sous-ensemble soit n− 1 pas (en pratique


e sera souvent moins, 
ar les sous-ensembles sont plus petits), on devrait faire n ∗ (2n − 1)
pas. Le vrai nombre de pas sera entre les deux. (C'est (n/2) ∗ (2n)) En tout 
as le temps sera

supérieur à 2n et don
 on parle d'un temps d'exé
ution exponentiel.

Pour visualiser 
e que 
ela veut dire en pratique, imaginons qu'on puisse faire un pas 
haque

mi
rose
onde. Pour terminer l'algorithme sur un ensemble de 50 nombres il nous faudrait 1000

ans.

Il est don
 un algorithme très peu e�
a
e. Pourrait-on faire mieux ? En e�et, le meilleur

algorithme 
onnu est beau
oup plus rapide, mais il lui faut toujours de 
entaines d'ans pour

seulement 100 nombres. On ne sait pas si on peut trouver un algorithme en
ore plus e�
a
e,

mais les experts pensent qu'on ne puisse pas faire beau
oup mieux.

1.4 Tri par essais

Pour 
ontinuer ave
 des algorithmes simples mais ine�
a
es, on 
onsidère l'algorithme suivant

pour trier un tableau : pour 
haque permutation (façon de pla
er les nombres dans le tableau),

véri�er si elle est dans le bon ordre. Pour faire 
ela on par
ourt le tableau et on véri�e si 
haque

nombre est plus grand que le pré
édent. Si 
'est le 
as on termine. Il faudrait spé
i�er 
omment

on va 
onstruire les di�érentes permutations. Mais 
ela n'est pas très important pour évaluer

le temps d'exé
ution dans le pire des 
as. En fait, dans le pire des 
as, il faudra véri�er toutes

les permutations.

Combien de permutations y a-t-il ? Pour un tableau de 1 
ase il y a une seule permutation. Pour

un tableau de 2 
ases il y a 2 permutations. Pour un tableau de 3 
ases il y a 6 permutation.

Il n'est pas di�
ile de montrer (par indu
tion) que pour un tableau de n 
ases il y a n ∗ (n−
1) ∗ (n − 2) ∗ . . . ∗ 3 ∗ 2 ∗ 1 permutations. Ce nombre s'appelle le fa
toriel de n, est se dénote
ave
 l'expression n! (il est si grand qu'on a besoin de l'ex
lamer ! !) Par exemple le fa
toriel de

10 est plus de 3 millions.

Dans le pire de 
as, il faut don
 faire au moins n! pas (sans 
ompter les pas né
essaires à 
réer

une permutation ou à véri�er si la permutation est dans le bon ordre). On pourrait montrer

que 
ela est en
ore moins e�
a
e qu'un temps exponentiel. Ave
 
et algorithme, pour trier 20

nombres il nous faudrait quelques millions d'années, et pour 30 nombres il ne nous su�rait

pas l'âge de l'univers.
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20 CHAPITRE 1. PREMIERS EXEMPLES D'ALGORITHMES

1.5 Trouver le max

On 
onsidère maintenant le problème de trouver le maximum parmi les nombres dans un

tableau. Le premier algorithme qu'on propose est le suivant :

1. temp = 0

2. pour i← 1 à n faire :

3. si C[i] > temp faire :

4. temp← C[i]

5. renvoie temp

Pour 
haque 
ase i on véri�e si notre "
andidat" maximum est plus grand (ou égal) que le

nombre dans i. Si non, on rempla
e le 
andidat. À la �n, le 
andidat sera le plus grand nombre

ren
ontré. Dans le pire des 
as on aura fait 3 ∗ n + 2 pas. Il s'agit en 
e 
as d'un algorithme

linéaire. Cela est très e�
a
e. On peut trouver le maximum parmi un million de nombres en

3 se
ondes.

On note aussi le mot du pseudo-
ode renvoie. Cela est utilisé pour renvoyer expli
itement le

résultat. Cela n'est pas stri
tement né
essaire i
i, mais il le sera dans le Chapitre 3, quand on

verra les algorithmes ré
ursifs.

On pourrait être intéressés pas par le maximum même, mais par la 
ase du tableau où il se

trouve. Pour 
ela on a don
 l'algorithme suivant :

1. temp = 1

2. pour i← 2 à n faire :

3. si C[i] > C[temp] faire :

4. temp← i

5. renvoie temp

A noter que si le maximum apparaît plusieurs fois dans le tableau, 
et algorithme renvoie la

position de la première o

urren
e du maximum.

1.6 Trouver un nombre

Finalement nous 
onsidérons un tableau trié de n nombres et nous nous demandons si un


ertain nombre x se trouve dans le tableau. Un simple algorithme linéaire 
onsiste à par
ourir

tout le tableau. Si on trouve x, tant mieux, si non on sait qu'il n'est pas là. Mais on peut faire

mieux que 
ela. En e�et l'algorithme linéaire 
i-dessus n'utilise pas le fait que le tableau est

trié. On reviendra sur 
e problème dans les pro
hains 
hapitres.
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22 CHAPITRE 2. LA COMPLEXITÉ D'UN ALGORITHME

On a dis
uté informellement de l'e�
a
ité des algorithmes. Dans 
e 
hapitre on donne les

bases pour une analyse plus formelle.

2.1 Complexité

On a vu au 
hapitre pré
édent que on s'intéresse à évaluer le temps d'exé
ution d'un algorithme

pour plusieurs instan
es d'un problème. En général on s'intéresse au temps d'exé
ution en

fon
tion de la taille des données, ou paramètres, du problème. On voudra don
 donner une

expression f(n) qui représente le temps d'exé
ution d'un algorithme. Par exemple, on a vu

que le tri par insertion a un temps d'exé
ution de 2 + 9/2 ∗ n + 3/2 ∗ n2
pour un tableau de

longueur n, dans le pire des 
as.

On dit que le temps d'exé
ution est fon
tion de la taille des paramètres, mais on a aussi vu

que des di�érent paramètres peuvent avoir la même taille. Jusqu'à présent on a 
onsidéré le

temps d'exé
ution dans le pire des 
as. Mais il y a d'autres possibilités : on pourrait aussi


onsidérer le temps d'exé
ution en moyenne sur toutes les données de la même taille. Une

autre possibilité plus te
hnique est de 
onsidérer 
e qu'on appelle le temps amorti. On verra


ela à la �n du 
ours.

Pour rester dans le pire des 
as, on pourrait peut-être 
al
uler une formule exa
te pour 
haque

algorithme. Pourtant 
ela est souvent 
omplexe à obtenir ave
 pré
ision. Une formule exa
te

pourrait aussi dépendre de 
ertains détails se
ondaires, qui 
hangent quand on 
hange la des-


ription formelle d'un algorithme. De plus, pour avoir une formule exa
te, il faudrait 
onnaître

le temps d'exé
ution de 
haque opération, e non pas 
onsidérer tous les pas 
omme équivalents.

Finalement, on observe aussi que le temps d'exé
ution devient 
ru
ial seulement pour des don-

nées relativement grandes. Il est don
 intéressant d'évaluer le temps d'exé
ution asymptotique,


'est-à-dire, pour des données dont la taille tend vers l'in�ni.

Pour toutes 
es motivations, on ne 
onsidérera jamais les fon
tions exa
tes qui représentent le

temps d'exé
ution, mais on tiendra 
ompte seulement de leur ordre de grandeur ou ordre de


roissan
e. On a déjà vu 
ela informellement, en parlant des fon
tions quadratiques, linéaires,

exponentielles. On va maintenant pré
iser 
e 
on
ept.

2.2 L'ordre de grandeur des fon
tions

Le 
al
ul de la 
omplexité d'un algorithme dépend de plusieurs détails. Pour un 
al
ul exa
t,

il faudrait les pré
iser ave
 attention. Bien que 
es détails jouent un r�le important en pra-

tique, on préfère, dans un premier moment, s'abstraire d'eux. En 
onséquen
e on ne peut

pas s'intéresser au temps d'exé
ution exa
t, mais à son ordre de 
roissan
e. Pour utiliser une

autre expression qu'on va bien t�t dé�nir, on s'intéresse à la 
omplexité asymptotique des

algorithmes.

On 
ommen
e par un exemple. On veut 
omparer la fon
tion 10000 ∗ n2
ave
 la fon
tion 2n.
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2.3. EXEMPLES 23

Quelle est la plus "grande" ? Regardons les premières valeurs :

10000 ∗ n2 2n

n = 1 10000 2
n = 2 40000 4
n = 3 90000 8
n = 4 160000 16
n = 5 250000 32

Il semblerait que 10000∗n2
est beau
oup plus grande. Cependant, si on regarde 
e qui se passe

pour de grandes valeurs de n, on remarquera que à partir de n = 23, la valeur de 2n dépasse


elle de 10000 ∗ n2
. Cela montre que, asymptotiquement, 
'est à dire, à partir d'une 
ertaine

valeur su�samment grande de n, une fon
tion devient plus grande que l'autre. En fait, 
'est

n'est pas seulement que une fon
tion est plus grande que l'autre, mais bien plus que 
ela : ave


quelques outils mathématiques, on pourrait montrer que le rapport entre 2n et k ∗ nh
devient

de plus en plus grand : pour tout nombre c, pour n su�samment grand on a 2n/k ∗ nh > c.
Ce rapport dépasse toute borne.

On utilisera 
e 
ritère pour 
omparer deux fon
tions f(n) et g(n) 1. On dira que f(n) est au
plus de l'ordre de g(n) si le rapport f(n)/g(n) est borné, 
'est-à-dire s'il existe un nombre

c > 0 tel que pour tout n on a f(n)/g(n) < c. On dénotera 
ela par f(n) ∈ O(g(n)) ("Grand
O") On dit que les deux fon
tions ont le même ordre de grandeur, ou qu'elles sont du même

ordre si leur rapport est borné dans les deux sens : s'ils existent deux 
onstantes stri
tement

positives c1, c2 telles que pour tout n f(n)/g(n) > c1 (le rapport ne devient pas trop petit)

et f(n)/g(n) < c2 (le rapport ne devient pas trop grand). On é
rira f(n) ∈ Θ(g(n)) (ou

g(n) ∈ Θ(f(n))) pour dire que elles sont du même ordre.

Exer
i
e : prouver que la relation "être du même ordre que" est une relation d'équivalen
e.

Exer
i
e : prouver que f(n) et g(n) sont du même ordre si f(n) ∈ O(g(n)) et g(n) ∈ O(f(n)).

Souvent on é
rira aussi Θ(f(n)) pour dénoter une fon
tion non-spé
i�ée, qui est du même

ordre que f(n).

2.3 Exemples

On 
onsidère f(n) = 2 ∗ n2 + 3 ∗ n+ 5 et g(n) = n2
. On observe que f(n)/g(n) = 2 + 3/n +

5/n2 < 10 pour tout n, tandis que g(n)/f(n) = 1/(2 + 3 ∗ n+ 5 ∗ n2) < 1 pour tout n, don

f(n) ∈ Θ(g(n)). On 
onsidère f(n) = n2

et g(n) = n4
. On observe que f(n)/g(n) = 1/n2 < 1

pour tout n, don
 f(n) ∈ O(g(n)) tandis que g(n)/f(n) = n2
, qui n'est pas borné. Don


f(n) 6∈ O(g(n)).

On donne i
i une liste de termes relatifs à l'ordre de grandeur :

� Les fon
tions du même ordre de grandeur de n s'appellent linéaires. Examples : 4n−3,
2n + 1.

� Les fon
tions du même ordre de grandeur de n2
s'appellent quadratiques. Examples :

3n2 + 2n− 4, 1000n2 − 2.

1. on suppose i
i que f(n) et g(n) sont stri
tement positives - 
ela n'est pas très restri
tif est simpli�e la

présentation.
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24 CHAPITRE 2. LA COMPLEXITÉ D'UN ALGORITHME

� Les fon
tions qui ont le même ordre de grandeur de nk
, pour quelque k ≥ 0, s'appellent

polynomiales.

� Les fon
tions du même ordre de grandeur de 2f(n), pour quelque fon
tion polynomiale

f , s'appellent exponentielles.

Toutes les fon
tions exponentielles ne sont pas du même ordre : par exemple 2n n'est pas dans

Θ(2n
2

). Exer
i
e : de quel ordre sont 10n, n ∗ 2n ?

Un ordre de grandeur que aura une 
ertaine importan
e dans le pro
haine 
hapitre est 
elui

de n log2 n.

Pourtant, il faut un peu se mé�er de la 
omplexité asymptotique. Parfois des algorithmes

dont la 
omplexité au pire des 
as est assez grande (exponentielle) sont utilisé ave
 su

ès en

pratique, 
ar, par exemple, le pire des 
as ne se présente pas souvent.

2.4 Les pas

On veut 
ompter le nombre des pas, mais on a observé que la notion de pas n'est pas dé�nie

à priori. De plus, vu qu'on s'intéresse premièrement à l'ordre de grandeur de la 
omplexité

d'un algorithme, une dé�nition exa
te de pas n'est pas non plus né
essaire. Il su�ra que le

temps d'exé
ution de tout pas soit borné par une 
onstante. Don
, on peut 
onsidérer 
omme

pas, toute opération dont le temps d'exé
ution ne dépend pas de la taille des données. I
i on


onviendra que 
haque ligne du pseudo
ode 
orrespond à un pas. Cela est di�érent de la façon

de 
ompter les pas du premier 
hapitre, mais il ne 
hange en rien le 
al
ul de la 
omplexité

asymptotique des algorithmes.
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26 CHAPITRE 3. RÉCURSION

3.1 Nommer un algorithme

Donner un nom à un algorithme est essentiel si on veut pouvoir l'utiliser à l'intérieur d'un

autre algorithme. Si par exemple on veut dé
rire un algorithme qui utilise le tri par bulles, on

pourrait réé
rire le tri par bulles, ou bien juste utiliser son nom.

Tribulle(C) :

1. n← longueur(C)

2. fini← 0

3. tant que fini = 0 faire :

4. fini← 1

5. pour i← 1 à n faire :

6. si C[i] > C[i+ 1] faire :

7. temp← C[i]

8. C[i]← C[i+ 1]

9. C[i+ 1]← temp

10. fini← 0

Dans le nom de l'algorithme on indique aussi quelles sont les données d'entrée, ou paramètres,

de l'algorithme. Dans 
e 
as est le tableau à trier. I
i C est le paramètre formel. Pour symboliser

l'exé
ution de l'algorithme, on é
rit son nom, et on rempla
e les paramètres formels ave
 la

donnée sur la quelle on veut exé
uter l'algorithme. Si on veut lan
er le tri par bulle sur

un tableau spé
i�que D on é
rit Tribulle(D). Le nombre de pas exé
utés pas 
et appel


orrespond au nombre de pas de l'algorithme 
orrespondant.

On pourrait aussi être plus �exible et spé
i�er quelles parties du tableau on veut trier. On

peut vouloir trier le tableau entre la 
ase j et la 
ase k.

Tribulle(C, j, k) :

1. fini← 0

2. tant que fini = 0 faire :

3. fini← 1

4. pour i← j à k faire :

5. si C[i] > C[i+ 1] faire :

6. temp← C[i]

7. C[i]← C[i+ 1]

8. C[i+ 1]← temp

9. fini← 0

Attention : 
et algorithme est 
orre
t sous la 
ondition que k ≤ longueur(C), 
ar sinon

C[i] n'a pas de sens pour i > n. Pour trier entièrement le tableau D, il faudrait exé
uter

Tribulle(D, 1, longueur(D)).

Parfois un algorithme est 
ensé renvoyer un résultat, sous forme d'un nombre. Dans 
e 
as on

peut a�e
ter 
e nombre à une variable, ou le renvoyer ultérieurement. Considérons l'algorithme

pour trouver la maximum d'un tableau. On ajoute le même niveau de �exibilité que pour le

tri par bulles, 
'est à dire on met les limites parmi les paramètres.
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3.2. RÉCURSION 27

Max(C, j, k) :

1. temp = 0

2. pour i← j à k faire :

3. si C[i] > temp faire :

4. temp← C[i]

5. renvoie temp

Maintenant on peut a�e
ter la valeur renvoyée par 
et algorithme :

m←Max(D, 1, longueur(D))

On peut utiliser les noms même pour des algorithmes très simples, pour fa
iliter la des
ription

d'algorithmes plus 
omplexes. Par exemple, on peut dé
rire un simple algorithme pour 
al
uler

le maximum entre deux nombres. Cela nous sera utile par la suite.

Max2(n,m)

1. si n > m renvoie n

2. sinon renvoie m

On note que i
i 
e n'est pas question de temps d'exé
ution : pour tous paramètre le temps

d'exé
ution est le même.

3.2 Ré
ursion

Dans les exemples 
i-dessus, donner un nom à un algorithme est quelque 
hose de pratique,

mais pas stri
tement né
essaire. On pourrait toujours rempla
er l'appel à un algorithme par

sa des
ription.

Pourtant les noms nous permettent aussi de faire appel à un algorithme dans sa propre dé�-

nition. Un algorithme qui fait appel à soi même est dit ré
ursif.

Voyons un exemple :

SansFin(n)

1. m← SansFin(n+ 1)

2. renvoie m

I
i l'algorithme SansFin(0), pour renvoyer son résultat, appelle l'algorithme SansFin(1) qui,
pour renvoyer son résultat, appelle l'algorithme SansFin(2) qui, pour renvoyer son résultat,

appelle l'algorithme SansFin(3) qui, pour renvoyer son résultat, appelle l'algorithme Sans-

Fin(4) qui,... C'est 
lair que l'algorithme ne se termine pas.

Quel est don
 l'intérêt d'un algorithme ré
ursif s'il ne termine pas ? Le fait que un algorithme

peut s'appeler ne veut pas dire qu'il doit s'appeler. La terminaison d'un algorithme ré
ursif

dépend des 
as de base : les 
as où un algorithme ne fait pas appel à soi même mais termine

dire
tement.

Pour mieux 
omprendre, on 
onsidère un algorithme ré
ursif pour 
her
her le maximum dans

un tableau entre le positions i et j. Cet algorithme 
ompare l'élément à la position i ave
 le

maximum des éléments suivants, et renvoie le plus grand des deux. Mais s'il n'y plus d'éléments

suivants, l'algorithme s'arrête, en renvoyant l'élément même.
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28 CHAPITRE 3. RÉCURSION

Maxre
(C, i, j)

1. si i ≥ j

2. renvoie C[j]

3. sinon

4. maxtmp←Maxre
(C, i + 1, j)

5. renvoie Max2(C[i],maxtmp)

Pour trouver le max du tableau, on doit exé
uter Maxre
(C, 1, longueur(C)).

Quel est le temps d'exé
ution de 
et algorithme ? On suppose que le temps soit un fon
tion

T (n), où n est la taille de la partie du tableau dans la quelle on 
her
he, 
'est-à-dire n =
longueur(C) − i + 1. Pour exé
uter Maxre
, on exé
ute un nombre �xé de pas disons k1,
puis on exé
ute Maxre
 sur un partie plus petite du tableau, puis on exé
ute Max2, qui


onsiste en un nombre �xé de pas, disons k2. Sauf dans le 
as où n = 1, en 
e 
as on exé
ute

un nombre �xé de pas, disons h. On a don
 :

T (n) =

{

k1 + k2 + T (n− 1) si n > 1
h sinon

Quelle est la solution de 
ette équation ? On verra plus tard une méthode générale pour

résoudre 
e genre d'équations. I
i on observe que on pourrait montre par indu
tion que T (n) =
h+ (n − 1)(k1 + k2). Il s'agit don
 d'un temps linéaire : T (n) ∈ Θ(n).

3.3 Diviser pour Régner :Tri par fusion

Dans l'exemple pré
édent du 
al
ul du Max, le temps d'exé
ution de l'algorithme ré
ursif

n'est pas asymptotiquement meilleur de l'algorithme itératif. Cependant, l'utilisation de la

te
hnique de la ré
ursion permet souvent d'obtenir des algorithmes plus e�
a
es.

On va maintenant présenter une forme générale partagée par plusieurs algorithmes ré
ursifs :

Diviser pour Régner. Un algorithme de 
e type 
onsiste en trois phases :

1. (Diviser) On divise le problème en plusieurs sous-problèmes de plus petite taille

2. (Régner) On résout ré
ursivement 
es problèmes. Quand la taille du sous-problème est

su�samment petite (en général 1 ou 2), on donne la réponse dire
tement.

3. (Re
ombiner) On 
ombine les solutions des sous-problèmes, pour obtenir une solution

du problème prin
ipal.

Le premier exemple de 
ette te
hnique qu'on présente i
i est un algorithme de tri qui s'appelle

Tri par Fusion ("Mergesort" en Anglais). Le s
héma général s'applique de la façon suivante :

1. (Diviser) On divise le tableau en deux tableaux de la même taille (ou presque si le

tableau original a une taille impaire)

2. (Régner) On tri ré
ursivement 
es tableaux. Quand la taille du tableaux est 1, il n'y a

rien à faire et don
 on donne la réponse dire
tement.

3. (Re
ombiner) On fusionne les deux tableaux triés, de façon que le tableau qu'on obtient

est aussi trié.
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La seul 
hose qui reste a détailler est 
ette fusion. On va dé
rire don
 d'abord 
et "sous-

algorithme". Il y a plusieurs façon de formuler le problème. On pourrait avoir en entrée les deux

tableaux à fusionner et demander de renvoyer le tableau fusionné en sortie. Pour l'appli
ation

à notre algorithme de tri, 
ela nous 
onvient de utiliser la représentation suivante : un seul

tableau, C, et trois positions dans 
e tableau : i, k, j, ave
 l'hypothèse que 1 ≤ i ≤ k < j ≤
longueur(C). Les deux tableaux à fusionner sont la partie du tableau C 
omprise entre i et k,
dénoté par C[i..k], et la partie du tableau C 
omprise entre k+1 et j, dénoté par C[k+1..j].
On suppose que C[i..k] et C[k + 1..j] sont triés. La fusion 
onsiste à réorganiser le 
ontenu

de 
es deux tableaux de façon que le tableau C[i..j] soit trié. L'algorithme utilise un tableau

auxiliaire D. A 
haque pas on regarde les premiers nombres de 
haque tableau, et on insère le

plus petit des deux dans D.

Fusion(C, i, k, j)

1. h1← i

2. h2← k + 1

3. l ← 1

4. tant que h1 ≤ k et h2 ≤ j faire :

5. si C[h1] < C[h2]

6. // si le plus petit est dans le premier tableau

7. D[l]← C[h1]

8. h1← h1 + 1

9. sinon

10. // si le plus petit est dans le deuxième tableau,

11. D[l]← C[h2]

12. h2← h2 + 1

13. l← l + 1

14. // un des deux tableaux est terminé, il faut 
opier 
elui qui reste

15. si h1 > k

16. tant que h2 ≤ j faire :

17. D[l]← C[h2]

18. h2← h2 + 1

19. l← l + 1

20. sinon

21. tant que h1 ≤ k faire :

22. D[l]← C[h1]

23. h1← h1 + 1

24. l← l + 1

25. // �nalement on re
opie tout dans C

26. pour l← 1 à j − i+ 1 faire :

27. C[l + i− 1]← D[l]
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30 CHAPITRE 3. RÉCURSION

Quelle est la 
omplexité de 
ette fusion ? On a des a�e
tations, puis une bou
le. Combien de

tours fait 
ette bou
le ? Jusqu'à 
e qu'on termine un des deux tableaux. Disons que 
e nombre

est n1. Après on exé
ute un deuxième bou
le pour terminer de remplir d. On fait don
 un


ertain nombre de tours, n2. On peut pas a priori 
onnaître 
es deux nombres, mais on sait

que n1 + n2 = k − i + 1 
'est-à-dire la somme des longueurs des deux tableaux à fusionner.

Finalement on re
opie le 
ontenu de D dans C, et en
ore une fois on fait k− i+1 tours. On a

pas besoin de 
ompter exa
tement le nombre de pas dans 
haque bou
le : il nous su�t de de

dire que la 
omplexité de l'algorithme de fusion est Θ(n), où n est la longueur totale de deux

tableaux à fusionner. La Fusion est don
 linéaire.

On peut maintenant é
rire l'algorithme de tri par fusion 
omme suit. I
i les paramètres sont :

le tableau c et deux positions dans 
e tableau : i, j, ave
 l'hypothèse que 1 ≤ i ≤ j ≤
longueur(C).

TriFusion(C, i, j)

1. si i < j

2. // diviser

3. k ← i+ ((j − i) div 2)

4. // régner

5. TriFusion(C, i, k)

6. TriFusion(C, k + 1, j)

7. // re
ombiner

8. Fusion(C, i, k, j)

Pour trier un tableau C il su�t d'appeler don
 TriFusion(C, 1, longueur(C)).

3.4 Complexité du Tri par fusion

On a vu que la 
omplexité de la fusion est linéaire, mais quelle est la 
omplexité de l'algorithme

entier ? Ce n'est pas évident de 
ompter 
ombien de pas on fait. Cher
hons de voir 
ela sous

un autre point de vue. Le nombre de pas pour le tri sur un tableau de taille n est égal a deux

fois le nombre de pas pour le tri d'un tableau de taille n/2 plus le nombre de pas pour la

fusion. Sauf le 
as ou n = 1, dans le quel 
as, on fait qu'un pas (véri�er la 
ondition). Disons

que le temps d'exé
ution pour un tableau de taille n est une 
ertaine fon
tion T (n). Don

T (n) satisfait l'équation suivante :

T (n) =

{

1 si n = 1
2T (n/2) + Θ(n) si n > 1

On rappelle que i
i on é
rit Θ(n) pour indiquer une fon
tion f(n) ∈ Θ(n), qu'on ne 
onnaît

pas exa
tement.

Pour 
al
uler T (n) il nous su�t de résoudre 
ette équation. Bien sur la solution ne peut

pas être exa
te, 
ar dans l'équation on n'a pas spé
i�é la 
omplexité exa
te de la fusion. La

solution sera seulement un ordre de grandeur. Mais le quel ? Y a-t-il une solution unique ?

Est-
e T (n) = n2
? Si n > 1 devrait être : n2 = 2(n/2)2 + Θ(n). Don
 n2 = n2/2 + Θ(n).

Ce qui impliquerait Θ(n) = n2/2, qui est faux. Est-
e T (n) = n ? Si n > 1 devrait être :

n = 2(n/2) + Θ(n). Don
 n = n+Θ(n). Ce qui impliquerait Θ(n) = 0, qui est faux.
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3.5. LE THÉORÈME DU COÛT RÉCURSIF 31

Il faut trouver une fon
tion entre 
es deux. Pour 
ela on utilisera un théorème général sur les

équations ré
ursives.

On observe que le temps d'exé
ution du tri par fusion est toujours le même pour tout tableau

de taille n. Il n'y a pas de sens i
i de parler de pire des 
as.

En passant, il faut aussi observer que l'équation ré
ursive 
orre
te serait

T (n) =

{

1 si n = 1
T (⌈n/2⌉) + T (⌊n/2⌋) + Θ(n) si n > 1


ar, si le tableau est de longueur impair, on ne peut pas le diviser exa
tement en deux.

Toutefois, 
ette pré
ision n'est pas né
essaire, 
ar ne 
hangerait pas la valeur asymptotique

de la solution. Pour plus de détails, voir [CLRS02℄.

3.5 Le Théorème du 
oût ré
ursif

Considerons d'abord un 
as idéal, où la phase de re
ombinaison ne prend pas de temps. On

aurais don


T (n) =

{

Θ(1) si n = 1
aT (n/b) si n > 1

L'idée est que on divise le problème en a sous-problèmes, 
ha
un de taille n/b. On observe que

T (n) = aT (n/b) = a2T (n/b2) = a3T (n/b3) = . . . = akT (n/bk)

(
omme d'habitude on ignore les approximations dues à ⌈−⌉ et ⌊−⌋). Pour quelle valeur de

k faut-il s'arreter ? On s'arrete quand bk > n 
'est à dire quand k = logb n. On a don
 que

T (n) = alogb nT (1) = alogb n. Pour les propriétés des logarithmes on a : alogb n = nlogb a
. On


on
lut que T (n) ∈ Θ(nlogb a).

Pour le 
as général, supposons d'avoir une équation ré
ursive :

T (n) =

{

Θ(1) si n ≤ h
aT (n/b) + f(n) si n > h

(3.1)

L'idée est que, pour des données de petite taille (plus petite que une 
onstante h) le temps

d'exé
ution est une 
onstante. Pour de données des grande taille, on divise le problème en a
sous problèmes, 
ha
un de taille n/b (plus pré
isément ⌈n/b⌉, ou ⌊n/b⌋). Finalement le temps

employé pour re
ombiner les solutions des sous-problèmes est une fon
tion f(n).

Théorème 1 (Théorème du 
oût ré
ursif) Sous l'hypothèse que a ≥ 1, b > 1 et h ≥ 1,
soit T (n) une fon
tion qui satisfait l'équation 3.1. On 
onsidère trois 
as :

1. si f(n) ∈ O(nlogb a−ǫ) pour un ǫ > 0, alors T (n) ∈ Θ(nlogb a)

2. si f(n) ∈ Θ(nlogb a) alors T (n) ∈ Θ(nlogb a log2 n)

3. si nlogb a+ǫ ∈ O(f(n)) pour un ǫ > 0, et si af(n/b) < cf(n) pour un c < 1 e n
su�samment grand, alors T (n) ∈ Θ(f(n))
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On voit que l'énon
é exa
t est assez 
omplexe. Il faut aussi observer que les trois 
as ne sont pas

les seuls possibles, mais ils sont 
eux pour les quels on peut résoudre l'équation. Moralement

on a que si le la phase de re
ombinaison est plus rapide que la résolution des sous-problèmes,

alors la re
ombinasion ne 
ompte pas. Si le temps pour re
ombiner est du même ordre que la

résolution des sous-problèmes, alors on ajoute un fa
teur logarithmique. Si la re
ombinaison

est plus lente que la résolution des sous-problèmes, alors est le temps de re
ombinaison qui

l'emporte.

Finalement on applique 
e théorème à l'algorithme de tri par fusion. L'équation ré
ursive

était :

T (n) =

{

1 si n = 1
2T (n/2) + Θ(n) si n > 1

On observe que log2 2 = 1, et que don
 on est dans le deuxième 
as : f(n) ∈ Θ(n). Grâ
e au
théorème du 
oût ré
ursif, on 
on
lut que T (n) ∈ Θ(n log2 n). L'algorithme de tri fusion est

plus e�
a
e que les autres algorithmes vu pré
édemment.

3.6 Tri rapide

Un autre algorithme ré
ursif, proposé par Tony Hoare, est le Tri rapide (Qui
ksort en Anglais),

qu'on verra en TD.
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1 42 eri


val cle nom

Figure 4.1: Un objet

Pour introduire les stru
tures de données, imaginons que nos données soient des livres d'une

grande bibliothèque. Quelles sont les opérations qu'on veut faire ave
 
ette bibliothèque ? Peut

être on veut savoir si un livre se trouve dans la bibliothèque. Ou bien on veut emprunter un

livre. Ou en
ore on veut ajouter un nouveau livre à la 
olle
tion, ou rendre un livre qu'on a

emprunté. On peut se demander quel est le livre le plus an
ien ou le plus ré
ent.

Cha
une de 
es opérations peut être plus ou moins e�
a
e à exé
uter. Si les livres se trouvent

empilés en vra
 dans un entrep�t, 
'est très di�
ile de trouver un livre en parti
ulier, mais


'est très fa
ile d'ajouter un livre, il su�t de le jeter dans l'entrep�t. Si les livres sont bien

rangés dans des 
asiers en ordre alphabétique, 
'est relativement fa
ile de trouver un livre,

mais on pourrait avoir de sou
is à insérer un nouveau livre, 
ar l'endroit où il est 
ensé aller

n'est pas libre.

Dans 
e 
hapitre on 
ommen
era à voir de di�érentes façon d'organiser les données, et on

dis
utera les opérations qu'on peut faire ave
 
ha
une d'elles.

Avant de 
ommen
er, on aura aussi besoin d'une nouvelle notion, la notion de pointeur.

4.1 Les objets, et les pointeurs

Les objets Un objet est une simple généralisation d'un tableau. Un tableau 
ontient plu-

sieurs 
ases, numérotées de 1 à n. Un objet a aussi plusieurs 
ases, sauf qu'au lieu d'avoir un

numéro, 
haque 
ase a une étiquette. Par exemple i
i on a un objet O :

Les 
ases d'un objet s'appellent 
hamps. La notation en pseudo
ode est aussi di�érente que

la notation pour les tableau : pour indiquer le 
hamp cle de l'objet O, on n'é
rira pas O[cle]

omme on faisait pour les tableaux, mais on é
rira O.cle.

(On observe, en passant, que dans des langages 
omme C, les objets permettent de rassembler

des données de types di�érents, 
omme 
haînes de 
ara
tères et nombres, tandis que en général

dans un tableau on peut mettre seulement des données de même type.)

On 
onsidère que les tableaux sont un 
as parti
ulier d'objets. Dans la suite, quand on parlera

d'objets, on in
lura don
 aussi les tableaux. On indiquera les objets ave
 des lettres majus
ules.

Les pointeurs Jusqu'à maintenant, dans une variable ou bien dans un 
hamp d'un objet

on a sto
ké seulement des nombres. On voudrait pouvoir aussi sto
ker des objets dans le


hamp d'un autre objet. Cela est di�
ile à représenter dans un dessin. Cette di�
ulté de

représentation 
orrespond à une situation réelle dans les langages de programmation. Pour

garder l'image des 
asiers, on peut bien sto
ker un livre dans une 
ase, mais on ne peut pas

sto
ker un 
asier entier. Ce qu'on peut faire, toutefois, 
'est de sto
ker un 
atalogue, qui nous

indique où on peut trouver le 
asier en question.

Pour sortir de la métaphore, on sto
kera don
 dans un 
hamp ou dans une variable non pas

un objet, mais un pointeur vers un objet, représenté par une jolie petite �è
he :
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toto titi

x

Figure 4.2: Un pointeur vers un objet

1

val next nextval val next

42 5

O3O2O1

Figure 4.3: Trois objets

Pour l'utilisation des pointeurs, on 
her
hera à rester pro
he des langages impératifs tels que

C ou Java. En C, la manipulation expli
te des pointeurs est faite à l'aide des symboles * et

&. Dans notre pseudo
ode, on fera la 
onvention suivante (qui est 
elle de Java) : un objet

est toujours représenté par un pointeur vers l'objet. Le pseudo
ode tiendra 
ompte de 
ette


onvention. Par exemple si on a que O1 et O2 sont deux objets, on peut é
rire :

O1.next← O2


ela signi�e que le 
hamp next de l'objet O1 est a�e
té ave
 un pointeur vers l'objet O2.
Aussi, si x est un pointeur et Obj un objet on é
rira x = Obj pour indiquer que x est un

pointeur vers Obj (en C on é
rirait *x==Obj ou x==&Obj).

On é
rira aussi :

O1.next.titi← 5


ela signi�e que le 
hamp titi de l'objet pointé par le 
hamp next de l'objet O1 est a�e
té

ave
 la valeur 5.

On peut aussi en
haîner les pointeurs, 
i-dessus O1.next.next.val 
ontient la valeur 5. Un


hamp qui est 
ensé 
ontenir un pointeur, mais qui pointe nulle part (
omme dans l'objet O3

i-dessous), est dit pointer vers null.

Pointeurs 
omme paramètres On a vu dans les 
hapitres pré
édents que quand on ap-

plique un algorithme à un tableau (et plus généralement à un objet) on n'a pas besoin de

renvoyer le résultat : 
'est l'objet même qui est modi�é. Par exemple 
'est le tableau qui a


hangé, qui a été trié. On ne 
onstruit pas un nouveau tableau trié qu'on renvoie 
omme

résultat.

En pratique, quand on appelle un algorithme ave
 des paramètres, on 
rée des 
opies de 
es

paramètres, et on travaille ave
 
es 
opies. Mais quand on passe en paramètre un objet, la


onvention sera qu'on ne 
rée pas une 
opie de l'objet même, mais seulement une 
opie du

pointeur vers l'objet.
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Si don
 on appelle un algorithme ave
 un objet Obj en paramètre, et si on a�e
te des valeurs

à des 
hamps de Obj, 
'est l'objet même qui 
hange. Par 
ontre si on passe en paramètre un

nombre ou un pointeur, on fait bien des 
opies, et le nombre ou le pointeur originaux ne sont

pas modi�és.

4.2 Listes 
haînées

Un élément d'une liste 
haînée est un objet ave
 un 
hamp val, qui 
ontient une valeur, et

un 
hamp next qui 
ontient un pointeur vers un autre élément, ou bien vers null. Une liste


haînée est un pointeur vers un élément. Une des
ription ré
ursive d'une liste 
haînée est la

suivante : une liste 
haînée est soit un pointeur vers null, soit un pointeur vers un objet qui

a un 
hamp val, qui 
ontient une valeur, et une 
hamp next qui 
ontient une liste.

Une liste peut aussi être 
ir
ulaire : 
ela arrive quand le 
hamp next du dernier objet pointe

vers le premier objet de la liste.

Imaginons qu'on veuille représenter notre bibliothèque ave
 une liste. Les 
hamps val seront
les numéros ISBN des livres. Chaque objet pourrait aussi 
ontenir d'autres informations sur

le livre.

Pour 
her
her un livre dans notre bibliothèque, l'algorithme est le suivant. On par
ourt la

liste tant qu'on n'a pas trouvé le numéro du livre. Si on le trouve, on renvoie un pointeur vers

l'objet qui 
ontient le livre, si on ne le trouve pas, on renvoie un pointeur vers null.

Dans l'algorithme suivant, on 
her
he dans la liste l le livre numéro k :

Re
her
heListe(l, k)

1. tant que l 6= null et l.val 6= k faire :

2. l← l.next

3. renvoie l

On peut aussi é
rire l'algorithme de façon ré
ursive :

Re
her
heListeRe
(l, k)

1. si l = null ou l.val = k renvoie l

2. sinon renvoie Re
her
heListeRe
(l.next, k)

On remarque les deux 
as possibles : une liste est soit un pointeur vers null, soit un pointeur

vers un objet qui a un 
hamp val et un 
hamp next qui 
ontient une liste.

La taille d'une liste est le nombre d'objets qu'elle 
ontient. Quand le livre qu'on re
her
he

n'est pas dans la liste, l'algorithme doit par
ourir toute la liste avant de renvoyer null. Don
,

re
her
her un élément d'une liste 
haînée 
oûte Θ(n).

Ajouter un livre à la liste est très fa
ile, il su�t de le mettre en tête. On imagine vouloir

insérer un objet Obj dont le 
hamp val a déjà été rempli ave
 le numéro du livre.

AjouteListe(l, Obj)

1. Obj.next← l

2. l ← Obj

3. renvoie l

Cela est évidemment en temps 
onstant, 
'est-à-dire indépendant de la taille de la liste l.

Pour e�a
er un livre de la liste, il faut 
her
her 
e livre, et s'arrêter juste avant l'objet 
orres-

pondant, 
ar il faut modi�er le 
hamp next de son prédé
esseur.
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EnleveListe(l, k)

1. si l = null

2. renvoie l

3. sinon si l.val = k

4. renvoie l.next

5. sinon

6. tant que l.next 6= null et l.next.val 6= k faire :

7. l← l.next

8. si l.next 6= null

9. l.next← l.next.next

10. renvoie l

On peut aussi l'é
rire de façon ré
ursive :

EnleveListeRe
(l, k)

1. si l = null

2. renvoie l

3. sinon si l.val = k

4. renvoie l.next

5. sinon

6. l.next←EnleveListeRe
(l.next, k)

7. renvoie l

4.3 Objet Liste

Les algorithmes 
i-dessus doivent renvoyer le résultat, 
ar quand on passe en paramètre un

pointeur, on ne modi�e pas le pointeur original. Pour pouvoir é
rire des algorithmes sur les

listes qui se 
omportent 
omme les algorithmes de tableaux, 
'est-à-dire qui modi�ent la liste

passée en paramètre, il faut utiliser une autre notion de liste.

Un objet liste 
haînée L est un objet ave
 un 
hamp tete qui 
ontient un pointeur vers un

élément. Autrement dit, un objet liste 
haînée est un objet ave
 un 
hamp tete qui 
ontient

une liste 
haînée. Un objet liste peut éventuellement 
ontenir d'autres 
hamps. L'objet pointé

par L.tete est appelé la tête de la liste, tandis que le dernier objet, 
elui dont le 
hamp next

ontient null, est la queue. Si L.tete est lui même null, on dit que l'objet liste est vide.

Bien que subtile, la distin
tion entre liste et objet liste est très importante, et il faut bien la

retenir. En parti
ulier, une liste est un pointeur, don
 si on appelle un algorithme sur une liste

x, l'algorithme travaille sur une 
opie du pointeur x. Tandis que si on appelle un algorithme

sur un objet liste L, on travaille sur un 
opie du pointeur vers L, mais on ne fait pas un 
opie

de l'objet.

Certains algorithmes ne 
hangent pas : quand on 
her
he un élément il faut le renvoyer :

Re
her
heObjetListe(L, k)

1. renvoie Re
her
heListe(L.tete, k)
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val next

51

val next

tete

nextval

42

Figure 4.4: Un objet liste

Par 
ontre on peut ajouter un livre à un objet liste, en modi�ant l'objet liste, sans renvoyer

le résultat :

AjouteObjetListe(L,Obj)

1. Obj.next← L.tete

2. L.tete← Obj

De façon similaire on e�a
e un livre d'un objet liste :

EnleveObjetListe(L, k)

1. si L.tete.val = k

2. L.tete← L.tete.next

3. sinon

4. l ← L.tete

5. tant que l.next 6= null et l.next.val 6= k faire :

6. l← l.next

7. si l.next 6= null

8. l.next← l.next.next

On peut aussi le ré
rire de la façon suivante :

EnleveObjetListe2(L, k)

1. l ← L.tete

2. si l.val = k

3. L.tete← l.next

4. sinon

5. EnleveListe(l.next, k)

Ou en
ore :

EnleveObjetListe3(L, k)

1. L.tete←EnleveListe(L.tete, k)


© Daniele Vara

a <daniele.vara

a�u-pe
.fr> 2008 - 2019



4.4. LISTE DOUBLEMENT CHAÎNÉE 39

tete

542

1

nextnext valvalval prednext predpred

Figure 4.5: Un objet liste doublement 
hainee

4.4 Liste doublement 
haînée

On a vu que pour e�a
er un objet d'une liste, il faut 
onnaître son prédé
esseur. L'algorithme

est un peu 
ompliqué de 
e fait. Ce serait plus fa
ile si 
haque élément d'une liste 
onnaissait

son prédé
esseur. Cela nous amène à la dé�nition suivante : Un élément d'une liste doublement


haînée est un objet ave
 un 
hamp val, qui 
ontient une valeur, et deux 
hamps next et pred
qui 
ontiennent des pointeurs vers d'autres éléments, ou bien vers null. Pour tout pointeur x
vers un élément d'une liste doublement 
haînée il faut également que si x.next n'est pas null,
x.next.pred = x et si x.pred n'est pas null, x.pred.next = x Une liste doublement 
haînée est

un pointeur vers un élément. (Une des
ription ré
ursive d'une liste doublement 
haînée est

aussi possible, mais nous n'allons pas la présenter.) Un objet liste doublement 
haînée L est

un objet ave
 un 
hamp tete qui 
ontient une liste doublement 
haînée. Le 
hamp L.tete.pred
doit être null.

L'algorithme pour 
her
her un livre ne 
hange pas. On par
ourt la liste tant qu'on n'a pas

trouvé le numéro du livre. Si on le trouve, on renvoie un pointeur vers l'objet qui 
ontient le

livre, si on ne le trouve pas, on renvoie un pointeur vers null.

Pour ajouter un livre à la liste il faut aussi mettre à jour le 
hamp pred :

AjouteObjetListeDC(L,Obj)

1. Obj.next← L.tete

2. L.tete← Obj

3. Obj.next.pred← Obj

Pour e�a
er un livre de la liste, il faut 
her
her 
e livre, mais 
ette fois, le 
hamp pred nous

permet d'é
rire un algorithme plus simple :


© Daniele Vara

a <daniele.vara

a�u-pe
.fr> 2008 - 2019



40 CHAPITRE 4. LISTES, FILES ET PILES

EnleveObjetListeDC(L, k)

1. x←Re
her
heObjetListeDC(L, k)

2. si x.pred 6=null

3. x.pred.next← x.next

4. sinon

5. L.tete← x.next

6. si x.next 6=null

7. x.next.pred← x.pred

Exer
i
e : é
rire l'algorithme AjouteApresObjetListeDC(L,Obj, x) qui ajoute l'objet Obj
après l'élément pointé par x dans un objet liste L.

4.5 Files et Piles

On a dé
rit une stru
ture où on peut enlever n'importe quel élément. Cependant le 
oût

de 
ette opération est linéaire en la taille de la stru
ture. Souvent on ne veut pas enlever

n'importe quel élément. Si on veut toujours enlever l'élément le plus an
ien (
'est à dire le

premier qui a été inséré dans la liste), on parlera d'une stru
ture FIFO ("First In First Out").

Si on veut toujours enlever l'élément le plus ré
ent (
'est à dire le dernier qui a été inséré

dans la liste), on parlera d'une stru
ture LIFO ("Last In First Out"). Les stru
tures FIFO

s'appellent également �les ("queue" en anglais). Les stru
tures LIFO s'appellent également

pile ("sta
k" en anglais).

Piles La pile s'appelle 
omme ça 
ar 
ela rappelle l'ordre dans lequel on peut retirer les livres

empilés sur le sol. Le dernier livre qu'on a posé sera le premier qu'on prend. Les opérations

d'une pile sont si fréquentes qu'elles méritent des noms spé
iaux. Traditionnellement on asso
ie

à une pile un test qui regarde si la pile est vide. On a don
 les opérations suivantes :

� Pilevide(P )
� Empile(P,Obj)
� Depile(P )

On peut voir un objet liste 
haînée 
omme une pile. On peut fa
ilement é
rire les algorithmes

qui 
orrespondent aux opérations de pile. On laisse 
es algorithmes 
omme exer
i
e.

Un autre implémentation possible de la pile est fait à l'aide des tableaux : la �le est toujours

représentée par un objet ave
 un 
hamp tete. Les éléments de la �le sont sto
kés dans un

tableau pointé du 
hamp tab. Le 
hamp tete 
ontient l'indi
e de la 
ase du tableau qui 
ontient

le premier élément. Si le 
hamp tete est à 0, 
ela signi�e que la pile est vide.

PileVideTab(P )

1. si P.tete = 0

2. renvoie true

3. sinon

4. renvoie false
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Pour empiler un élément (que 
e soit un entier ou un objet), on l'ajoute à la pro
haine 
ase

du tableau et on in
rémente le 
hamp tete. Si on n'a plus de 
ases, on a plusieurs possibilités

- on pourrait renvoyer une erreur ou bien ne rien faire, ou en
ore agrandir le tableau - 
ela

sont des détails d'implémentation qu'on ne dis
utera pas i
i.

EmpileTab(P,Elem)

1. P.tete← P.tete+ 1

2. P.tab[tete]← Elem

Pour dépiler, il su�t de dé
rémenter le 
hamp tete. Il n'est pas né
essaire d'e�a
er l'élément,


ar il sera e�a
é au pro
hain empilage.

DepileTab(P )

1. x← P.tete

2. P.tete← P.tete− 1

3. renvoie P.tab[x]

Files La �le s'appelle 
omme ça 
ar 
ela rappelle l'ordre dans lequel on sert les 
lients au

bureau de poste. Le premier qui entre est le premier à être servi, et les autres se mettent,

justement, en �le. Les opérations d'une �le sont si fréquentes qu'elles méritent des noms

spé
iaux :

� Enfile(F,Obj)
� Defile(F )

On peut implémenter une �le à l'aide d'une liste doublement 
haînée 
omme une �le, à 
ondi-

tion d'ajouter un pointeur vers le dernier élément de la �le, la queue de la �le. Un objet �le

sera don
 un objet ave
 deux 
hamps : un 
hamp queue qui pointe vers le premier élément

(le dernier à être entré dans le bureau de poste), et un 
hamp tete qui pointe vers le dernier

élément (le premier à être entré dans le bureau).

On peut maintenant é
rire les algorithmes qui 
orrespondent aux opérations de �le. On laisse


es algorithmes 
omme exer
i
e. On laisse aussi 
omme exer
i
e d'implémenter un �le à l'aide

d'une liste 
haînée simple.

Un autre implémentation possible de la �le est fait à l'aide des tableaux : la �le est représentée

par un objet ave
 deux 
hamps tete et queue, et un troisième 
hamp tab qui pointe vers un

tableau. Les éléments de la �le sont sto
kés dans tab. Le 
hamp queue 
ontient l'indi
e de la


ase du tableau qui 
ontient le premier élément, tandis que tete 
ontient l'indi
e de la 
ase du
tableau qui 
ontient le dernier élément.

Pour en�ler un élément, on l'ajoute à la pro
haine 
ase du tableau et on in
rémente le 
hamp

queue. Si on n'a plus de 
ases, on re
ommen
e du début du tableau - 
'est 
omme si le tableau

était 
ir
ulaire. Bien sûr il faut faire attention à ne pas e�a
er la queue, 
'est à dire il faut éviter

qu'en in
rémentant queue on ait tete = queue. Par simpli
ité on n'é
rit pas 
es véri�
ations

dans notre pseudo
ode.

I
i on indique par max la longueur du tableau F.tab
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EnfileTab(F,Elem)

1. si F.queue = max

2. F.queue← 1

3. sinon

4. F.queue← F.queue+ 1

5. F.tab[queue]← Elem

Pour dé�ler, il su�t d'in
rémenter le 
hamp tete de façon similaire. Il faut faire attention aux


as où la �le est vide : dans 
e 
as on ne doit rien renvoyer. I
i aussi on omet 
ette véri�
ation.

DefileTab(F )

1. x← F.tete

2. si F.tete = max

3. F.tete← 1

4. sinon

5. F.tete← F.tete+ 1

6. renvoie F.tab[x]
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Cette se
tion s'inspire en partie de [FGS94℄.

5.1 Arbres Binaires Simples

Un n÷ud d'un arbre binaire est un objet ave
 trois 
hamps val, gauche,droit. Le 
hamp val

ontient une valeur, tandis que les 
hamps gauche,droit 
ontiennent des pointeurs vers des

n÷uds. Si N est un n÷ud, les n÷uds pointés par gauche,droit (quand ils ne sont pas null)

sont les �ls de N . Un n÷ud est le parent de ses �ls. Un n÷ud sans �ls s'appelle une feuille.

Un arbre binaire est un pointeur vers un n÷ud, qui s'appelle la ra
ine.

Une dé�nition ré
ursive d'arbre binaire est la suivante : un arbre binaire est soit un pointeur

vers null, soit un pointeur vers un objet qui a un 
hamp val, qui 
ontient une valeur, et

deux 
hamps gauche,droit qui 
ontiennent des arbres. Ces deux arbres s'appellent sous-arbre

gau
he et sous-arbre droit.

Un objet arbre binaire est un objet A ave
 un 
hamp racine qui pointe vers un arbre binaire.

racine

val droit

val droit

val droitval droit

1

val droit

val droit

4 42

5

23

7

gauche

gauche

gauche

gauche
gauche

gauche

Figure 5.1: Un objet arbre binaire

Dans un arbre, les pointeurs vers null s'appellent les �eurs. Chaque feuille a deux �eurs, mais

toutes les �eurs n'appartiennent pas à des feuilles.

Propriétés des arbres La taille d'un arbre binaire est le nombre de n÷uds qu'il 
ontient.

La hauteur d'un n÷ud dans un arbre est le nombre de n÷uds qui le séparent de la ra
ine.

La ra
ine a don
 hauteur 0, et le �ls d'un n÷ud de hauteur h a hauteur h + 1. La hauteur

d'un arbre est le maximum parmi les hauteurs des tous ses n÷uds. La hauteur d'une �eur est

dé�nie 
omme la hauteur du n÷ud auquel elle appartient.
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Un arbre binaire est 
omplet si toutes les �eurs ont la même hauteur. Il est fa
ile de prouver

qu'un arbre binaire de hauteur m est 
omplet si pour tout h ≤ m, l'arbre 
ontient 2h n÷ud

de hauteur h. Un simple 
al
ul montre qu'un arbre binaire 
omplet de hauteur m 
ontient

2m+1 − 1 n÷uds. Don
 la hauteur d'un arbre 
omplet de taille n est Θ(log2 n). Les arbres qui
ont 
ette même propriété sont dits équilibrés

1

Un arbre binaire de hauteur m est parfait si toutes les �eurs ont hauteur m ou m − 1 et si

toutes les feuilles de hauteur m sont "groupées à gau
he".

5.2 Par
ours d'un arbre binaire

On veux maintenant énumérer tous les éléments 
ontenus dans un arbre. I
i on 
hoisit de les

a�
her à l'é
ran, mais on pourrait également les sto
ker dans une pile P , ou dans un tableau.

Il y a plusieurs façon de visiter ou par
ourir un arbre. On peut visiter un n÷ud avant de visiter

ses �ls, entre ses �ls, ou après ses �ls. Cela donne lieu à trois types de par
ours : pré�xe, in�xe,

et post�xe. On présent i
i le par
ours pré�xe d'un arbre a, et on laisse les deux autres 
omme

exer
i
e.

PrePar
ours(a)

1. si a 6=null

2. affi
he(a.val)

3. PrePar
ours(a.gauche)

4. PrePar
ours(a.droite)

5.3 Arbres Binaires Ave
 Prédé
esseur

Les arbres dé
rits 
i-dessous ont les mêmes limites que les listes simplement 
haînées. Si on

veut enlever un élément d'un arbre il faut 
onnaître son parent. Cela est plus fa
ile quand


haque n÷ud 
ontient un pointeur vers son parent, 
omme dans une liste doublement 
haînée

on a les pointeurs vers le prédé
esseurs. Les n÷uds de 
es arbres ont un 
hamp par qui pointe
vers le parent, ou qui est null pour la ra
ine.

5.4 Arbres Binaires de Re
her
he

Un arbre binaire de re
her
he est un arbre binaire a qui satisfait la propriété di
hotomique

suivante : pour tout n÷ud N 
ontenu dans a

� les valeurs des n÷uds du sous-arbre gau
he de N sont tous plus petites ou égales à la

valeur de N
� les valeurs des n÷uds du sous-arbre droit de N sont tous plus grandes ou égales à la

valeur de N

On 
onsidérera des arbres binaires de re
her
he ave
 prédé
esseur.

L'opération prin
ipale sur les arbres binaires de re
her
he est... la re
her
he. Pour 
her
her

un n÷ud ave
 une 
ertaine valeur k on 
ommen
e de la ra
ine, et on suit le prin
ipe de la

1. Celle 
i n'est pas une dé�nition très formelle, 
ar la notation Θ 
a
he toujours une 
onstante.
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46 CHAPITRE 5. ARBRES

re
her
he di
hotomique : si l'élément qu'on 
her
he est plus petit que la ra
ine, on des
end

vers la gau
he, sinon on des
end vers la droite :

Re
her
heABR(a, k)

1. si a =null renvoie null

2. si k = a.val renvoie a

3. si k < a.val

4. renvoie Re
her
heABR(a.gauche, k)

5. sinon

6. renvoie Re
her
heABR(a.droite, k)

Dans le pire des 
as, il faut suivre la bran
he la plus longue de l'arbre. Don
 si h est la hauteur

de a, la re
her
he se fait en temps Θ(h). Si l'arbre est équilibré, on sait que h ∈ Θ(log2 n).
Dans 
e 
as la re
her
he se fait en temps Θ(log2 n).

Pour insérer un nouvel élément dans l'arbre, on suit le même prin
ipe : par re
her
he di
ho-

tomique on 
her
he l'endroit où l'élément est 
ensé se trouver et si 
et endroit est libre on y

insère l'élément. On donne i
i une version ré
ursive, et on laisse 
omme exer
i
e d'é
rire la

version itérative. On suppose que N soit le n÷ud à insérer, ave
 les 
hamps gauche, droit,
par qui pointent vers null.

AjouteABR(a,N)

1. si a =null

2. a← N

3. sinon

4. N.par ← a

5. si N.val < a.val

6. a.gauche← AjouteABR(a.gauche,N)

7. sinon

8. a.droit← AjouteABR(a.droit,N)

9. renvoie a

E�a
er un élément est un peu plus di�
ile, 
ar il faut à la fois garder la stru
ture d'arbre, et

la propriété di
hotomique. On a besoin d'une dis
ussion préliminaire.

D'abord on observe que pour re
her
her l'élément minimum, il faut juste suivre la bran
he

plus à gau
he.

Re
her
heMinABR(a)

1. si a =null renvoie null

2. si a.gauche =null renvoie a.val

3. sinon renvoie Re
her
heMinABR(a.gauche)

L'algorithme pour trouver le max suit la bran
he plus à droite. Cet algorithme a la même


omplexité que la re
her
he : Θ(h), 
e qui signi�e Θ(log2 n) pour des arbres équilibrés.

Une 
onséquen
e de la propriété di
hotomique est que si on fait une visite in�xe de l'arbre, on

a�
he les valeurs en ordre 
roissant. Cela peut se prouver fa
ilement par indu
tion (exer
i
e

pour 
eux qui 
onnaissent l'indu
tion).
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Un 
on
ept intéressant est 
elui de su

esseur d'un n÷ud N : le n÷ud qui 
ontient la valeur

plus petite, parmi tous les n÷uds qui ont une valeur plus grande de N . Ce sera le n÷ud qui est

visité juste après N au 
ours d'une visite in�xe. On appellera 
e n÷ud S(N). Quand N a le

�ls droit, le n÷ud S(N) sera toujours un des
endant de N : il sera le minimum du sous-arbre

droit de N . Si N n'a pas de �ls droit le n÷ud S(N) sera un an
être de N : il sera le plus

pro
he an
être N ′
de N tel que N appartient au sous-arbre gau
he de N ′

.

Su

esseurABR(N)

1. si N.droit 6=null renvoie Re
her
heMinABR(N.droit)

2. sinon

3. y ← N

4. tant que y.par 6=null et y = y.par.droit faire

5. y ← y.par

6. renvoie y.par

Vu qu'on par
ourt au plus une bran
he, 
et algorithme a 
omplexité Θ(h).

On a maintenant tous les outils pour e�a
er un élément. Comme pour les listes, on trouvera

plus fa
ile d'é
rire l'algorithme qui e�a
e un n÷ud d'un objet arbre binaire de re
her
he A.

L'algorithme 
onsidère trois 
as :

� Si le n÷ud N à e�a
er est un feuille, on l'enlève simplement.

� Si le n÷ud N à e�a
er a un seul �ls, on le rempla
e par 
e �ls.

� Si le n÷ud N a deux �ls, peut-on le rempla
er par un des deux ? Non, 
ar en général 
ela

violerait les propriétés di
hotomiques. En 
e 
as, on doit 
her
her S(N), on é
hange sa

valeur ave
 la valeur de N (et on é
hange les autres 
hamps, s'il y en a) et �nalement

on élimine S(N). Éliminer S(N) est fa
ile, 
ar si N a deux �ls, alors S(N) a un seul

�ls (exer
i
e). Don
 on s'est réduit à un des deux premiers 
as.
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Effa
eABR(A,N)

1. // le pointeur y pointe vers le n÷ud à e�a
er

2. // le pointeur x pointe vers le n÷ud qui va prendre la pla
e de y

3. // si N a au plus un �ls, on va l'e�a
er : y est N

4. // si non on va e�a
er le su

esseur de N : y est S(N)

5. // dans les deux 
as, y a au plus un �ls

6. si N.gauche =null ou N.droit =null

7. y ← N

8. sinon

9. y ←Su

esseurABR(N)

10. // si le n÷ud à e�a
er a un �ls, 
e �ls va prendre la pla
e de y

11. // sinon 
'est null qui va prendre la pla
e de y

12. si y.gauche 6=null

13. x← y.gauche

14. sinon

15. x← y.droit

16. // si on doit e�a
er la ra
ine, x est la nouvelle ra
ine

17. // sinon on "passe autour" du n÷ud qu'on e�a
e

18. si x 6=null

19. x.par ← y.par

20. si y.par =null

21. A.racine← x

22. sinon

23. si y = y.par.gauche

24. y.par.gauche ← x

25. si y = y.par.droit

26. y.par.droit← x

27. // si le n÷ud à éliminer est le su

esseur

28. // il faut 
opier la valeur du su

esseur dans N

29. si y 6= N

30. N.val ← y.val

Remarquons que toutes 
es opérations sont en temps 
onstant, sauf éventuellement la re
her
he

du su

esseur qui a 
omplexité Θ(h). Don
 tout l'algorithme d'e�a
ement a 
omplexité Θ(h).
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6.1 Arbres parfaits et tableaux

Les arbres parfaits peuvent également être représentés ave
 des tableaux. L'idée est que la

relation �ls-parent, en lieu d'être dé�nie à l'aide de pointeurs, est dé�nie par des relations

arithmétiques entre les 
ases du tableau.

On imagine que les noeuds de l'arbre sont sto
kés dans le tableau par niveaux : La première


ase 
ontient la ra
ine, les deux 
ases suivantes 
ontiennent les �ls gau
he et droit de la ra
ine,

le deux 
ase suivantes les �ls gau
he et droit du �ls gau
he, et après les �ls gau
he et droit

du �ls droit, et
. Le fait que, dans le dernier niveau, les feuilles sont groupées à gau
he rend


ette représentation non-ambigüe.

Pour une 
ase i, 
'est fa
ile de voir que son �ls gau
he se trouve dans la 
ase 2 ∗ i, son �ls

droit dans la 
ase 2 ∗ i+1, tandis que son père se trouve dans la 
ase ⌊i/2⌋. On aura don
 les

fon
tions gauche(i) = 2 ∗ i, droit(i) = 2 ∗ i+ 1, pere(i) = ⌊i/2⌋.

Finalement pour représenter un arbre binaire parfait on utilisera une variable taille, qui in-
dique quel est, dans le tableau, la dernière 
ase qui représente une feuille. Cela nous permettra

d'enlever des feuilles à l'arbre, sans devoir réduire le tableau - il su�ra de modi�er la variable

taille.

Pour résumer, un arbre binaire parfait T est un objet ave
 un 
hamp T.tab, qui 
ontient le
tableau, et un 
hamp T.taille.

6.2 Les Tas

Un tas ("Heap" en anglais) est un arbre binaire parfait T qui satisfait la propriété du tas :

pour tout noeud i, on a que T.tab[i] ≥ T.tab[gauche(i)] et T.tab[i] ≥ T.tab[droit(i)]. C'est à
dire la valeur de 
haque noeud est plus grande que la valeur de ses enfants.

On veut maintenant manipuler des tas : ajouter un noeud, enlever un noeud, 
onstruire un

tas à partir d'un tableau quel
onque.

Le premier algorithme qu'on voit 
onsiste en l'ajout d'un noeud de valeur k au tas. L'idée

est d'ajouter une feuille et de faire remonter le noeud jusqu'à 
e que la propriété du tas soit

satisfaite.

AjouteTas (T, k) :

1. T.taille← T.taille+ 1

2. f ← T.taille

3. p← pere(f)

4. // on 
her
he le bon endroit où mettre k

5. tant que k > T.tab[p] et f > 1

6. T.tab[f ]← T.tab[p]

7. f ← p

8. p← pere(p)

9. // on e
hange les valeurs et on 
ontinue

10. T.tab[f ]← k
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Figure 6.1: Un tas

Le temps d'exé
ution de 
et algorithme est logarithmique en la taille du tas (pourquoi ?)

Un algorithme important pour la manipulation d'un tas est l'algorithme suivant, qu'on appel-

lera Entasser(T, i). Cet algorithme prend un arbre binaire parfait T , et une 
ase i ≤ T.taille.
On fait aussi l'hypothèse que les deux sousarbres enra
inés à gauche(i) et droit(i) satisfont
la propriété du tas, mais on a pas for
ement que la propriété du tas vaut pour le noeud i.
L'algorithme dépla
e les noeuds du sous-arbre enra
iné en i de façon d'obtenir un tas.

Entasser (T, i) :

1. g ← gau
he(i)

2. d← droit(i)

3. // on 
hoisit le max entre la valeur de la 
ase i et 
elles de ses �ls

4. if g ≤ T.taille et T.tab[g] > T.tab[i]

5. max← g

6. sinon

7. max← i

8. if d ≤ T.taille et T.tab[d] > T.tab[max]

9. max← d

10. // si le max n'est pas dans i on e
hange les valeurs et on 
ontinue

11. if max 6= i

12. E
hange(T.tab, i,max)

13. Entasser(T,max)
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52 CHAPITRE 6. LE TAS

On rappelle l'algorithme qui é
hange le 
ontenu de deux 
ases dans un tableau :

E
hange(A,h, k)

1. temp← A[h]

2. A[h]← A[k]

3. A[k]← temp

En bref, on fait des
endre la ra
ine du bon 
oté, jusqu'à qu'elle se retrouve au bon endroit. Vu

qu'on par
ourt au pire une bran
he d'un arbre équilibré (les arbres parfaits sont équilibrés),

la 
omplexité de 
et algorithme est logarithmique en la taille de l'arbre enra
iné en i.
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Figure 6.2: Un example de Entasser

Pour 
onstruire un tas on a deux stratégies : du haut vers le bas, et du bas vers le haut. Dans

le premier 
as on ajoute une feuille à la fois.

CreeTasHautBas(A) :

1. T.tab← A

2. T.taille← 1

3. pour i← 1 à longueur(A) faire :

4. AjouteTas (T,A[i])

5. renvoie T

Si n est la taille du tableau A, 
et algorithme a une 
omplexité de n log n (pourquoi ?)

L'intérêt de l'autre algorithme de 
réation de tas est qu'il est linéaire.
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CreeTasBasHaut(A) :

1. T.tab← A

2. T.taille← longueur(A)

3. n← ⌊longueur(A)/2⌋

4. pour i← n en des
endant à 1 faire :

5. Entasser (T, i)

6. renvoie T

Pour une expli
ation formelle voir [CLRS02℄. Intuitivement l'algorithme du haut vers le bas

est 
her 
ar pour environ la moitié des noeuds, le 
oût d'insertion est logarithmique, tandis

que dans l'algorithme du bas vers le haut, pour très peu de noeuds l'insertion 
oûte 
her, et

en e�et pour environ la moitié l'insertion est en temps 
onstant.

6.3 Tri par Tas

On peut utiliser un tas pour trier un tableau. D'abord on prend le tableau et on 
onstruit le

tas. Le maximum du tableau se trouve à la ra
ine. On "extrait" 
e maximum, on le rempla
e

par la feuille la plus à droite du tas, et on entasse. On obtient à nouveau un tas, où le

deuxième plus grand élément du tableau est la nouvelle ra
ine. On 
ontinue jusqu'à avoir vidé

le tas. Les éléments ont été extraits dans l'ordre, et on les a mis dans l'ordre dans un tableau.

L'astu
e 
onsiste à les mettre, à fur et à mesure, dans le tableau de départ. On n'utilise don


qu'une partie 
onstante de mémoire (quelques variables pour les é
hanges). On parle don


d'un algorithme "en pla
e".

La 
omplexité de 
et algorithme est de n log n (pourquoi ?), la même que le tri par fusion.

Mais le tri par fusion né
essite d'un tableau auxiliaire pour la fusion, et don
 il n'est pas "en

pla
e". Si l'utilisation de la mémoire est un fa
teur 
ritique, on préfèrera le tri par tas.

TriTas (A) :

1. T ←CreeTas(A)

2. pour i← longueur(A) en des
endant à 2 faire :

3. E
hange (T.tab, 1, i)

4. T.taille← T.taille− 1

5. Entasser (T, 1)

Pour une analyse plus détaillée, voir [CLRS02℄, Chapitre 6.
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Figure 6.3: Les premiers pas d'un tri par tas
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Figure 6.4: Le même tri par tas vu sur le tableau
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Imaginons don
 notre bibliothèque. Pour trouver fa
ilement un livre (son numéro ISBN), il

vaudrait mieux que les livres soient triés. On pourrait don
 sto
ker les numéros dans un tableau

trié. Cela permettrait un temps de re
her
he logarithmique en la taille de la bibliothèque. Mais

qu'est-
e qui se passe quand on veut ajouter un nouveau livre à notre 
olle
tion ? En moyenne,

il faudra dépla
er la moité de nos livres, et dans le pire des 
as il faudra les dépla
er tous (quand

on a
hète un livre ave
 un petit numéro ISBN), pour un temps d'insertion linéaire.

Pour éviter de dépla
er tant de livres, il faudrait laisser plusieurs pla
es libres dans notre

bibliothèque. Idéalement, pour 
haque libre possible, il faudrait laisser une pla
e, au 
as où on

dé
idait de l'a
heter. Cela permettrait également un temps de re
her
he 
onstant. Il su�rait

de voir si la pla
e du livre qu'on 
her
he est remplie ou pas. Mais il y a énormément de livres

possibles, et on en a
hètera seulement une petite partie. Notre bibliothèque sera don
 pour la

plupart vide : un gaspillage de ressour
es.

Une solution serait de réserver une 
ase pour plusieurs livres - le numéro de la 
ase étant


hoisi en fon
tion du numéro ISBN. En
ore une fois, la re
her
he serait en prin
ipe en temps


onstant. Mais en ayant moins de 
ases que de livres possibles, qu'est-
e qu'on ferait au 
as

où on a
hèterait un livre dont la 
ase 
orrespondante est déjà o

upée ?

On présente dans la suite une réponse à 
es questions en terme de tables de ha
hage. C'est

une des solutions possibles pour obtenir une re
her
he et une insertion e�
a
es dans la biblio-

thèque. Pour d'autre solutions (arbres AVL, arbres rouges et noirs, et
. ) on renvoie le le
teur

intéressé à la litérature.

7.1 Résoudre les 
on�its

Le prin
ipe d'une table de ha
hage est très simple : on a un ensemble K de valeurs possibles

(les livres), mais on sait qu'on en sto
kera seulement une petite partie. On alloue don
 un

tableau T , dont la taille m est de l'ordre de grandeur du nombre des livres qu'on prévoit

d'avoir au maximum. Ensuite, on 
hoisit une fon
tion f : K → m (qu'on appelle fon
tion de

ha
hage). L'idée est qu'on sto
kera la valeur k dans la 
ase f(k). Vu que m est beau
oup plus

petit que le nombre d'éléments de K, la fon
tion f enverra plusieurs valeurs dans la même


ase. À fur et à mesure qu'on remplit la bibliothèque, t�t ou tard, la fon
tion f 
her
hera à

mettre un livre dans une 
ase pleine. Il s'agit d'une situation de 
on�it. Que faire don
 en 
as

de 
on�it ?

Le système le plus simple est de sto
ker dans 
haque 
ase du tableau un pointeur vers une

liste 
hainée. Chaque fois qu'on a
hète un livre, on l'insère en tête de la liste de la 
ase


orrespondante. L'insertion est don
 en temps 
onstant. Cependant, pour la re
her
he, il faut,

dans le pire des 
as, par
ourir toute la liste de la 
ase 
orrespondante au livre qu'on 
her
he.

Dans le 
as, très malheureux, mais théoriquement possible, où tous les livres 
orrespondent à

une seule et même 
ase on pourrait avoir don
 un temps de re
her
he linéaire en le nombre

de livres. Mais en général il est peu probable que 
ela arrive. En pratique on peut penser que

les livres sont bien distribués dans les 
ases, et que la longueur de 
haque liste est bornée par

une 
onstante. En pratique don
 on peut 
onsidérer le temps de re
her
he 
omme 
onstant.

Pour une analyse plus �ne, et pour d'autres stratégies pour la résolution des 
on�it, on renvoie

au Chapitre 11 de [CLRS02℄.


© Daniele Vara

a <daniele.vara

a�u-pe
.fr> 2008 - 2019



7.2. RÉDUIRE LES CONFLIT 59

7.2 Réduire les 
on�it

L'e�
a
ité de la re
her
he dans une table de ha
hage dépend don
 
ru
ialement du fait que les

données soient bien distribuées. Imaginons que notre fon
tion de ha
hage 
onsiste en 
al
uler

la 
ase en prenant seulement le partie "éditeur" du 
ode ISBN. Si on a
hète pour notre

bibliothèque surtout des livre de Ha
hette, on aura une 
ase ave
 une liste très longue, et les

autres presque vides. On veut 
hoisir la 
ase où mettre un livre de façon qu'il y ait le moins

de probabilité que les livres s'a

umulent tous dans le même endroit. Pour faire ça on 
hoisira

une fon
tion qui 
al
ule la 
ase à partir du 
ode ISBN d'une façon plus 
omplexe. L'idée est

de bien "ha
her" le 
ode du livre pour en faire sortir la 
ase 
orrespondante. D'où le nom de

fon
tion de ha
hage. Il n'y a pas une fon
tion "parfaite". Pour 
haque fon
tion, on ne pourra

pas éviter le pire des 
as. Mais 
ertaines propriétés sont du moins né
essaires pour une bonne

fon
tion de ha
hage.

D'abord la fon
tionf : K → m doit être surje
tive, 
'est-à-dire, toute 
ase du tableau peut

être utilisée. Au
une fon
tion 
onstante, par exemple, ne sera une bonne fon
tion de ha
hage.

Plus que 
ela, on veut que 
haque 
ase 
ontienne au plus le même nombre de livres. C'est-à-

dire, si K a N éléments, on veut que pour 
haque i ≤ m, le nombre d'éléments k de K tels

que f(k) = i soit N/m. Cela pourtant ne su�t pas. On voudrait également que, si on a n
livres dans notre bibliothèque, en moyenne 
haque 
ase 
ontienne n/m livres. Pour obtenir


ela, il faut faire des hypothèses sur la distribution des données. Pour une analyse détaillée,

on renvoie à la littérature. On se 
ontente i
i de montrer un exemple.

7.3 Exemple

La maison d'édition française "Musique d'antan" veut sto
ker les identi�
ateurs des CD mu-

si
aux, représentés par des valeurs 
omprises entre 0 et 1012 − 1, dans une table de ha
hage

ave
 104 
ases. On suppose que les identi�
ateurs des CD utilisent les 
onventions suivantes :

� Les deux premiers 
hi�res indiquent le pays de produ
tion.

� Les deux 
hi�res suivants indiquent la maison d'édition.

� Les six 
hi�res suivants sont spé
i�ques au CD.

� Les deux derniers 
hi�res indiquent le genre de la musique.

On 
onsidère les fon
tions de ha
hage suivantes. Soit n la valeur à sto
ker :

� f(n) = n mod (104)
� g(n) = ⌊n/(108)⌋
� h(n) = ⌊

(

n mod (108)
)

/(104)⌋
� k(n) = ⌊

(

n mod (108)
)

/(106)⌋
Quelle fon
tion devrait être utilisée en 
es 
as ? La fon
tion f garde les quatre derniers 
hi�res

du 
ode. Le nom de la maison d'édition suggère qu'elle se 
on
entre sur un genre de musique.

Don
 les deux derniers 
hi�res du 
ode de ses CD seront les même. On utilisera seulement 100


ases du tableau sur les 10000 qu'on a à disposition. Don
 f est un mauvais 
hoix. La fon
tion

g garde les quatre premiers 
hi�res du 
ode. Cette fon
tion est en
ore pire, pour une maison

d'édition donnée, elle est 
onstante. On utilisera don
 seulement 1 
ase du tableau. La fon
tion

h garde les quatre 
hi�res du milieu du 
ode. Ave
 les informations à notre disposition, on

n'a pas raison de penser que les valeur vont s'a

umuler dans 
ertaines 
ase. A priori don
 on

peut utiliser h 
omme fon
tion de ha
hage. La fon
tion k ne garde que deux 
hi�res du 
ode.

Elle n'utilise qu'une petite partie des 
ases disponible, et elle est don
 un mauvais 
hoix.
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Chapitre 8

Autres sujets

Autres arguments d'interêt pour 
e 
ours se trouvent dans [CLRS02℄, 
hapitres 15 (program-

mation dynamique), 32 (re
her
he de sous-
haines), 34 (les problèmes intrisèquement di�
iles),

et seront traités en fon
tion du temps disponible.
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